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本书自1979年出版发行以来，历经30多个春秋, 一直畅 销不衰，深得 
读者厚爱。在郭大钧教授的帮助和指导下，对全书我不断地修订和补充， 
不断地修正错误,不断地替换更为简洁的解法和证明，力求本书一直保持 
其先逬性、完整性和准确性，以求对读者的高度责任感。读者通过学习该 
书，对掌握数学分析的基本知识、基础理论和基本技能的训练，感到获益 
匪浅，赞誉其为学习数学分析“不可替代”之图书，对此我们倍感欣慰，鞭 
策我们为读者作出更多的奉献。 

这次受山东科学技术出版社的约请，并得到郭大钧教授的大力支持, 
仍由我负责全书第四版的修订、增补和校阅工作，以适应文化建设繁荣发 
展的需要，更加激发全国广大读者的强烈求知欲。具体主要做了以下几 
方面的 工作： 

第一,为全书4462题中的近三成的习题，根据题型的不同，在原题解 
的前面，分别或给出提示，或给出解题思路，或给出证明思路。冀图后发 
读者怎样分析该题，怎样下手求解；后发读者怎样总结解题的 规律； 后发 
读者怎样正确使用有关的数学公式、概念和理论，幵拓视野，活跃 思路； 帮 
助读者逐步解决学习中的困难，为他们茌学习过程中提供一个良师益友。 
这是本次修 U 的主要工作。 

第二，根据当前的语言习惯，对全书的文字作了较多的润色，使其表 
述更加准确，更加简洁凝练。 

第三，改正了第三版中的个别印刷错误，修正了函数图像中的个别问 
题和个别习题的答案。 

第四，根倨国家相关标准，规范了有关术语和数学式子的 表达； 并对 
全书使用的外国人名，按照现在的标准或通用译法重新翻译入名，以求统 
一 标准。 

第五，对全书的版面和幵本重新进行了调整，使其更富有时代的色 
彩。 

我们殷切期望使用本书的读者，懂得只有通过个人的独立思考，加上 
勤学苦练才能取得成功，“只看不练假把式”，数学的学习是茌个人的独立 
解题中逐步弄懂有关的概念、公式和理论的，我们编写本书，就是希望能 





第四版前言 


对数学分析课程的学习 起到一 个抛砖引玉的作用。读者使用本书最好是 
不要先看题解，更不要查沙解答和答案，而是自己先对照教材中的有关概 
念、公式和理论独立进行思考，必要时可参照书中的提示、解题思路或证 
明思路独立完成解题，然后再查看书中是怎样解答的，比较自己的解答和 
书中解答的异同，从中戊出差距，找出自己的问题所在，甚至找出书中解 
答的的错误和不足之处，进而找到更为简洁的解答。只有这样才能提高 
自己的思维能力和创造才能，任何削弱独立思考的做法都是违背我们出 
版本书的初茨的。 

山东科学技术出版社颜秀锦、宋德万、胡新容等老一代资深编辑为本 
书前三版的出版和发行付出了艰辛努力，责任编辑宋涛为本书第四版怎 
样提高质量倾注了不少心血，茌此我们一并表示感谢。同时感谢山东大 
学、华东交通大学、山东师范大学等兄弟学校对本书出版的支持。感谢社 
会各界同 C 对本书的支持。虽然历经30余年的反复修订，面对如此庞大 
的图书，限于本人氷平，书中难免有错误和不当之处,敬请各位专家、同仁 
和广大读者批评指正，不胜感激，并茌新版中改正。 


费定晖 

2012年5月于南昌华东交通大学 



出版说明 


吉米多维奇 ( B . n . ZlEMldflOBHq ) 著《数学分析习题集》一书的中 
译本，自50年代初茌我国翻译出版以来，引起了全国各大专院校广大师 
生的巨大反响。凡从事数学分析教学的师生，常以试解该习题集中的习 
题，作为检验掌握数学分析基本知识和基本技能的一顶重要手段。二十 
多年来，对我国数学分析的教学工作是甚为有益的。 

该书四千多道习题，数量多，内容丰富，由浅入深，部分题目难度大。 
涉及的内容有函数与极限 ，一 元函数微分学，不定积分，定积分，级数，多 
元函数微分学，带参数的积分以及多重积分与曲线积分、曲面积分等等, 
概括了数学分析的全部主题。当前，我国广大读者，特别是肯于刻苦自学 
的广大数学爱好者，茌为四个现代化而勤奋学习的热潮中，迫切需 要对一 
些疑难习题有一个较明确的回答。有鉴于此，我们特约作者,将全书4462 
题的所有解答汇辑成书，共分六册出版。本书可以作为高等院校的教学 
参考用书，同时也可作为广大读者在自学微积分过程中的参考用书。 

众所周知，原习题集，题多难度大，其中不少习题如果认真习作的话, 
既可以深刻地巩固我们所学到的基本概念，又司以有效地提高我们的运 
算能力，特别是有些难题还可以迫使我们学会综合分析的思维方法。正 
由于这样，我们殷切期望初学数学分析的青年读者 ，一 定要刻苦钻研，千 
万不要轻易查抄本书的解答，因为任何削弱独立思索的作法，都是违背我 
们出版此书的本意。何况所作解答 并非一 定标准，仅作参考而已。如有 
某些误解、差错也在所难免 ，一 经发觉，恳请指正，不胜感谢。 

本书蒙潘承洞教授对部分难题逬行了审校。特请郭大钧教授、邵品 
琮教授对全书作了重要仔细的审校。其中相当数量的难度大的题，都是 
郭大钧 、邵® 琮亲自作的解答。 

参加编演工作的还有黄春朝同志。 

本书茌编审过程中，还得到山东大学、山东工学院、山东师范学院和 
曲阜师范学院的领导和同志们的大力支持，特在 此一并 致谢。 


1979 年于济南 
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第八章多重积分和曲线积分 


1.二重积分 


r 二 m 积分的直接计算法所谓连续函数 /(^ jy ) 在有限封闭可求积二维区域 n 上的二 重积分 ，指的是 

JJ /( x . y ) djd 3 »=^lim 2 /(■**• >&,办7 • 

m*I Jr , 

其中 Ajr,=x^ t -x, ,Ay, = y,- , - y, ，而求和是对所有 ffiCx , •乂 > 的那些 / 值进行的. 

若区域 D 由以下不等式 给出： 

a^r^b t y x (<x)^ £ y^.yt (j-), 

其屮 3^(^) 和 A (： r ) 为闭区间 [ flj ] 上的连续闲数，则相应的二 m 积分可按以式来计 


JJ/(jr ， 3 , )djd^= | f ： ( f<.r,y)dy. 


r 二 ft 积分中的变置代换若连续 SI 微的数 

x = s(.u t v) • y=yiu,v) 

洽出平面 O •^上的有限闭区域 n 与平曲 （)uv 上的区域/2'之间的一一映射，且雅可比行列式 

f 面 ^ j £ lZ 2 

D(u,v) 

的符 y* a 内保持不变（可能在零猁度犯上冇 例外〉 ，則成立以下 公式： 

|]* f(x^y)dxdy= f[/( jt(m.i ；) •>»(«. v)] | / | dud?;. 
a n ' 

例如，根据公式 T = rcos < p , y = rfiit )< p 变換为极坐标 r 和 p 吋•有 

JJ f (x*y)6xdy= (]*/( rcos<p, rsiny>) rdrdtp. 
n if 

【3901】把枳分 JJ Tjydrdjy 当作积分和的极限•用直线 

0«1 

• 售 

j = — y 二上 (“）= 1 么… ，”一1) 
ti n 

把积分域分为许多正方形，并选取被积 函数在 这些正方形之右顶点的值，计算此积分. 

(” + i) z 1 


解由于 

其中 

故 JJ jcydxdy =- 

13902] 用直线 


§§(+• 


)- 


W (/ l + l ) 


\ n { 


E 


(w 


”（"十 1) 


=1 + 


尸 1+ 益 


(/，）= 0,1，…， n 〉 


把区域 Kx <2, l <： y <3 分为许多矩形•作出函数 /( or ,; y )== x 2 十 y 在此区域内的下积分和兰与上积分和 
孓当 n - co 时，上积分和与下积分和的极限等于什么？ 

解 


下积分和 s = gg([(i + ^) 2 4 -(i + ^) 2 ].- L .|} 



，["+培.十 增 


ir-: #r-i 


40 11 


3« 2 


其中 I ： / 2 = 


而上枳分和 


n —\) n { 2 n —\) 


i • 

E > 2 = 


( n —1 )”（2 w — 1 ) 




当 


40 


一>:时 j 与 S 的极限均等于 f = 13 

【3903】用一组顶点成,位于裱数点的正方形作为积分域的近似域，并取被积函数在每个正方形距原 

(Lrdy 


点最远的顶点之值.近似地计算枳分 


y / 24 + X 2 


，并与精确值加以比较. 


r 2 4 y 2 <K 

解由题意知，应取的正方形顶点为 （1,1 >.(1.2) ,(1,3) .(1,4 ),(2, 丨>,( 2.2) “2, 3), <2,1 ),(3,1) 
(3.2), (3. 3>. (3,4) , U , 丨 ），（1, 2>, (4,3) •故利用对称性知 

d^dv hl.2,2,2,11212,1,2 


v/26 >/29 v/3T n/TT y/32 Vzi /lT J\2 n/T9 


办以 +y 

i . 196 + 0. 371+0. 343+0. 312+0. 177+0. 329+0. 302+0. 154+0. 285^2. 470. 


即 


,, 十/ 

y 面计算积分的精确值: 


». 880. 


= 4 | ln (. y + v /24+. 〆 十 y 




j: 


dr =4 ln ( V 2 b ~ j - 


+ 7〉 dr - 2 J ’ 


In ⑵ + • 〆 ) dr . 


山 J ln ( 21 4-^ 2 ) cJt = . rln ( 24 4- ) - | ^^ dx * xln (24+ j - , )-2 x+^arcian 


从而， 


乂 


J ! 


ln ( 24 + )dj = 


2 xln (24+ x 2 ) — 4 r+^arctan —^ z :"! j « 20 ln 7 - 20 + 8/ fi*arctan 


/24 


«20 ln 7 + 'l J : 
再令 j =5 sin / •有 


ln ( /2 百二 7 + 7 >(lr = 4 l > ln ( /^7" + 7)」丨 :+‘l J : 

Pdr 


• 2 dx 


v/25 - +7)/25-^ 


(v/25-r’ +7) v/25 -j 2 


dx 


• sss 


v/25 


= (7/-5 sin /) 


+ 7> v/25 — i 2 


-25 cos 2 / + 25 
5 cos /+7 


-24 


arctan 


1； 


( X )]| 


— J : 


(5 cos / —7) d / 


- J ! 5 


24 


cos / + 7 


d / 


~ —5 — 1 >/6 arctan 


724 


从而， 


注意到 


M 后便得到 


4 ln ( >/25~ x * + 7 )dx — 20 ln 714^—20— 16>/6 arctan 




2 arctan 


+ arctan ― —1 = 


y /24 y/U 2 f 


d.rd V 


= 14^-4 /2 T (2 arctan arctan -| z ： ) = 2 tt (7 - v /24 )=13. 19. 


，丄 /24+^+/ 

r 2 - V 2 ^25 

将 W 确值与近似值作比较，显见误差较大，其原因在于有不少不是正方形的区域都被忽略.因而产生较 
大的绝对误差 *1. 31及较大的相对误差 ^^>32. 7 %. 


注意求 


dxdv 


，/24 + j 2 +y 2 


的精确值若采用极坐标則较为简 单： 









djdy 


fe = J>f 


rdr 


= 2 穴 （7 - /24). 


v /24+ y > J .. /24 + r 2 

， • . v " <^ 2 T » 

但按原习題集的安排，似应在 3937 題以后才开始使用极坐标•故本題仍用直角坐标进行计算. 

【3904】用直线 x = 常数 •？= 常数 .•/■ + >；= 常数把积分域 S 分为四个相同的三角形，并取被积函数在 
每个5角形的质心之值，近似地计算枳分 


yjjc -4 - v dS. 


其中 S 是以直线 x =0. y =0 及 T + V = l 为边的三角形 • 

解我们只须以 * r = + .： y =~ f 及』 + y = +分积分域 S •即得四个相同的三角形，它们的面积均为 

质心为 d ), (+•+)• (音.+)及 （ n ) •丁•是，得此枳分的近似值为 


dS ^ T ( VT + T + Vy + T +2 Vy 4 '"6' ) as y (0 - 577 + 0 . 816 + 2 - 0 . 912 )^ 0 . 402 , 


K 褚确值为 


f[ >/x -hy dS = J d.r J C1 — )dj= 4 - = 0. 


I 3905 J 把积分域 S : U : + y<l } 分为有限个良径小于 占的可 求枳的子区域 iS . 
的 (ft 5 能保证 不等式 


• n ) •怎样 


• , ， 

sin(j+ .v)d‘S — ^ sin(.r. 4 - v. )AS, 


< 0.001 


成立？ K 中 

解 il ： 闲数 sin(j+ ： y> 在么 S , 中的振幅为队，则 


Jsin(*r + .v)dS- sin(.r, + ,v. )^S, j « | 客 jj L s in(-r + < y) — sin(.r, 4-y,) ]dS 
< 2 『 I sin(T + 夕) 一 sin(j, ^ |[ w.dS— ^ aj, AS,. 

*•-« ss, 卜 ， 会， ，-， 

山于枳分域十 y<i 丨的面积等于 n , 故只要•便能满足顷不等式的要氺.但闪为 


杏 up 




+ 乂> l < sup |(/十/)一（不+夂>| 


< 


[I r: -I, | + | / - % |]< 


v/2[(X -\r f ) 2 + ( 夕 : 一 y > 2 ] •’ -725 .， 


故 n 要取 


S <-=- X 0 . 001^0. 00022 • 


即有 


JJ sin( j + .y)dS— ^ sin< j*,+ y, MS, ! <0. 


001 , 


) 对于任意非负实數 “•/， 有 

2 uf ) a . + h 2 或 (« + 6 )^ 2 ( a 2 +^) 


从而 .a + y / 2 { a 2 + b 2 ). 

计算 积分： 

【3906】 P (Lr I ’ (. r ^ y ) dy . 

J O J <* 

解 : ( i . rj : ( j - hy ) dy =['( 
【3907】 [' d.r ^ a-y dy . 


j)dr = 



解[: d ]:-» Ty!dy= l ( t _ y ) dx= 

【3908 】 J d<p J ^sin 


40 


解 



( p (\ r=Y sin 2 ^ d ^= y (-|- —^- sin 2 y ») 


H 


【3909】设 R 为矩形函数 X ( x ) 和 Wjy ) 在相应区间上连续，证明 等式： 

||x(j->y(^)dxd3r= ; J ' X(x)dx £* y(>Od_y. 

R 

证根据在矩形域的情况下化二重积分为逐次枳分 的计算 方法，不妨先对: y 后对 * r 枳分，即得 

X(j)V( > y)dj-djy = J dx [ X (.r)y(>»)d^= J X(.r)dj* J V( v)d 3 >. 

I 3910 J 设/(，，夕）：/ 7 ':，计算 /= j d - rj ^ f ( jr , y ) dy . 

解不妨按先对 y 后对 I 积分的颐序计算•即得 

= 厂 [F^j./^-F^x.^ldx-FC^.B) \ ]-F(x,b)\ A = F(A,B)-F(a,B)-F(AM + F(a,b). 
【3911】设 /( T ) 为闭区间内的连续函数，证明不 等式： 

[J / <j)dj j ^(b—a) J / J ( 


E 仅当/(^)=常数时等号成钇 • 

证明思路甘先，证明不 等式： [ J * /(ddr 了 <( A — “ £ / 2 ( u -) dx . 

夢实上，只癸在不等式 [dj J *[/( x ) - /(^^ d^O 中将被枳函数 [/( J )-/(： y )]* 展开，并注意 £/( i)dr 
« f /(夕>办，即可获证.当 /(■!•> = 常数时，里然上式中等号成立. 

其次，证 明：当 /( J -) dj -]'=( A ~ a)| ft / 2 (^) d-r 时，則/(文）=常數.事实上•此时有 

J * d:r J ‘ [/( j )-/(^)] 7 d3 »- 0 . 

对蚤数 F ( j )= £ lf ( x )- f ( y ) ydy 利用2205題的结果.即可得£ [/( a )-/( y)] ? dy = 0. 再次对函数 

G •(夕 ）= [/(“ >一/(夕）] 2 利用2205题的结果•即得/(•*■〉=常數 • 

证因为 


0< J dx | [/( j ) —/(>)] ? dy —(6— a ) J / 2 ( j ) dr -2 (J /( x ) dx ) 4-(6— a ) | f ? ( y ) dy , 

故有 [f /(: r ) dr] Z <a — cO £ / z U ) dr . 

当/(1)=常数时，显然上式中等号成立.反之，设上式中等号成立•则有 

J dj | [f(x) — f(y)ydy=0. 


由于函数 F ( x ) = £ 


[/ U ) — /(： y )] 2 d：y 是 crCr <6 上的非负连续函数，故 F ( x ) = 0 U <« r <6) .特别 F ( a ) = 


0 •即广 [/(“） 一 /(y)] 2 =0. 乂由于函数 G (: y ) = [/( a )-/( ： y)] 1 是 上的非负连续函数，故 C ； (: y)=0 

« y < b ). 因此， /(y) 三 / <a> (a< ： y<6)，gp /(j*) = 常数.证毕. 


【3912】下列积分有怎样的符号? 

(1) IT ln (: r 2 十 y ) cLrd3 ；; 


v^l — x 2 — y 2 dxdyi 


(3) 



arcsin ( j + jOdrdy ? 



4 



故 


ln(j- 2 +y ><Lrd ： y<0. 


(2) 我们有 


l-i 2 —y dxdy= A — / 2 — / 3 ， 其中 


V \~ x 2 ~ y 2 dxdy 9 U = 


— 1 drdju / 3 = 


+ y —1 drdy . 


显然 


0 </,< 


dxdy = 


l 2 >0, / 3 > 


drdy = 47 t — 2； r = 27 r 


^/\- x 2 - y 2 dxd^<0. 


(3) 我们有 


arcsin ( x 4 -^)djdy = 


arcsinC I arcsin ( T +^) djd , y . 

O ^ r^l 

0« 、一屬 


h 式右端第一个积分由对称性知其 值为零 •第二个积分闪被积闲数在积分域 h 为非负不饵为零的连续函 
数.因而，积分饬是正的.于是 ，原 积分是正的. 

【3913】 求函数 /(^^) = sin 2 j - sin 2 ^ 在正方形内的平均值 • 


提示所求平均值为积分 -V 


解平均值/,= 


r JJ f(x,y)dxdy. 

iin 2 jsin : >drd 3 » = ^r \| sir/jcLr] = 古 「("^- ^-sin2.r) ] 


【3914】 利用中值定理估计枳分/ 


_ dsdy _ 

100 + CO5*X + CO5 2 / 


解题思路注意到积分城的面枳为200•故由积分中值定理知， 


200 


1 100 + coA+cosY … 

显然有 Ogcosj + cos 11 !^?， 可以证明必有 0<cos‘$+cos'jy<2. 
于是，可知 1.96</<2. 

解由于积分域的面积为200,故由积分中值定理知， 


其中 （I 区城 l J l + l ： vl<10. 


200 = 


200 


1 100 + cos 2 $+ cos 2 7 …100 + cos 2 尽+ cos 2 7 ， … 

其中为区域 + 中的 某点. 

显然 (XcosV+cos 2 ^?， 我们证明必有 

0<cos 2 cos 2 r /< 2 . (2) 

由于函数 cofi + co^jy 在有界闭区域+ |： y |<10 上的最大值为2,最小值为0.从而，连续函数 


_ + COS b C o 6 在有 ■区域 卜… >^ 10 上 ㈣ 小值力大值为丄•如果 


7=2,则 


由 （1) 式知， 


100 + cos 2 j + cos 2 y 




但 /(u)= i^ + coAr + e^jy — 是非负连续函数•从而•必有(在区域 W + ljylglO 上）， 
即 cos ^+ cos ^=2 (在区域 I _ r | + | y |< l 0 上）.这显然是错误的.由此可知， cosY + cos ' SZ . 同理可证 
cos 2 $+ cos 2 7 >0.于是， （2) 式成立.从而，得 即 1.96</<2. 


【3915】求圆 （ x -«) 2 + (;y — 上的点到原点的距离之平方的平均值. 


解题思路平均值 


nR l 


(J 2 +y 2 )drdy . 可以求得 


nR 1 


从而 ， L = a 2 十 f ? 2 十 


y : d^dy = f? J + 


R 2 


< R 2 


1 • 


nR : 


呤 1 

r W 


drd ).= “ 2 +^-. 


R 2 


解平均值/。= 


nR 1 


+ y •由于 


ttF 


-•«、••• ty - M 2 <# 

/ cb ^ = ^ j:X 




ij 


y^y 


7 •/ 〆 〜《>•， 

< r i 

HZ 身 ，-( n >2 心 +0-(—> 2 ] 〜 } 

R - 


2 b 2 r . r -« 


_ 

一 


y/R : -(x-a) 2 

, 3 R 1 • x-«l K 

+ T arcsm 丁, > 

2// nK 2 , 1 — 

nl< z # 2 # ~8 


aresin 


[ nX ^]\ m . R + A{^ LsRZ ~ 2u ^ a)： ^ yR： ~ (x ^ a)Z 


H 

3 nR ' 


同理 • ★. 


丁足 ， /»_“ 2 4/， 2 




I 丁 j •’ d.rdy=cT’ 十 




R ： 


在问题 39】6 〜 3922 中，对二重积分 \] f ( x , y ) dxdy 内按所给区域 D 依两个不同的顺序安買 
积分的上下限. 

【3916】 —以 （)(0,0>,/ U 丨 .0),8( 丨•丨）为顶点的三角形. 

解为方便起见，将二&积分 JJ / UoOd.rdy 记作 /. 于玷. 

n 

/= I dr [ ./•(• r . > y ) d < y = J d_y I /(■ r . < y ) dr . 

【3917】 /2 -以 0<0,0>, A (2,1>, B (-2,1> 为頂点的三角形. 

提示注意直线 OA 的 方栈为 _y = +_ r ,( 祀的方栈为. v = — 及的方往为 ）=1. 

解如图 8. 1所示， ( M 的方程为 _y = +1,0/3的方程为: 

AB 的方程为 . y = l . 于是 • 

/ = | | f{x,y)ds 

= J da-J ±< /( a -. y ) dy -^ J dj ： /( x . v)dv 

= 1 z dj li x ^ ( x , y )6 y - 

【3918】以 O (0.0>,,4 (l .0),识1,2),(：(0.1)为顶点的梯形. 

解如图8.2所示，衫('的方程为>^一丨=1于是. 

1= J d-r J /(x» 3 f)d>»=J 6y J /(•r.))dr+J d>» J 



f(x.y)ds. 






【3920】 

提示枳分城 D 为了 2 + (夕一+ /<( + ) 2 . 

解如图8.3所示.积分域/2为^ + &—+^<(|).其围线为 


子是 • 


4- + )、(1) 2 . 


y ^7 

J 77 


f ( x % y ) dx . 


[39211 /}— 被曲线 y = 和啟线: y = l 所包闹的区域. 

解 曲线: y = 及 的交点为 （1 •一 1>.(丨，1>•于是 • 

/= J I d.r J /(j-.y)dy^ J dy| /(j-.y)dj-. 

【3922】圆环 l <* r 2 + y <4. 

解 如图 8.4 所示. S 先对 y 后对 * r 积分•则 

r-i r yx-i 2 ri I r- V 卜 A 

/= L dj -J yrr J ., dj { iyr 7 f(x ' y)dy 


r y/i - i 2 x rz r V \- i £ 

J/T7- ’ ( 〜 ) 办 H_yrr /( 〜 >d - v - 




若先对 i 后对: y 积分，则 
r-i r y t -/ 

卜 W JT7 



or 

/• >/W 

十 J / T 7 


/ T 7 Ay {\. y^- fu ' y)dj 

/( j .3 f ) dx ) 4 - dy ^ yLj fu , y ) djr . 


图 8. 


【3923】证明狄利兖宙 公式： 

J cLr [ f(.x*y)6y= |* 6y J /(x»y)dj (a 〉 0>. 

证 明思路 注意公式左端的逐次枳分，等于枳分 

JJ f ( x , y ) dxdy , 

n 

其中17为三角形城 OAB : O (0,0), A (〜 0),«(“ d ) •改变积分的颀序•公式即 
可获证 • 



图& 


证公式左端的逐次积分.等于积分 jJ / lroOdrd )， •其中 D 为三角形域 GAB (图 8.5)：( XO . O ). A ( < 



b ( a . a ). 对丁该积分，若化为先对 x 后对 y 的逐次积分•即为公式的右端.于是•本题获证. 


在下列积分中改变积分的 顺序： 

[3924 J !• 心.厂’ f ( s . y ) dy . 

提示注意积分域的围线为 y = x.y=2x 及 j = 2 •它是一个三角形域，其顶点为（ 0 乂)） ， （ 2 ， 2 ) 及 （2 ，4 ). 
解枳分域的围线 为 ：: y = _ r , : y = 2^ •及2 =2.如图 8. 6所示.改变积分的顺序，即得 

| d-r J r J'(j-.y)dy= J ^ J ^ y>cLr+J d_y J 上 /(’,y)d.r. 




m «.6 


m 8.7 


13925] J dj J f(x.y)dy. 


提示注意积分域的围战为¥«2 — .1*及7+1 


其交点为（2,0> 及（一 6.8). 


解枳分域的 凼线为 — j 及 ：y + l«^,K 交点为（2,0>,( — 6.8> •如阁 8.7 所示. 改变积分的顺 






【3926 】 j d ^ J , f(j ： ,y)6y. 


提示注意积分域的 围线为 .V = / 及 ： y =/, 其交点为 （0.0) 及 

解积分域的闹线为及 . v _ /•其交点为（0,0),(1.1)，如阌 8. 8所示•改变积分的順序，即柯 


dj * [ f(j'.y)6y= J dy /(j ,>Od.r. 






图 8.9 


【3927】「 丨 dx J' r /(- r . v ) d . v . 

提示注意积分域的围线为® x 2 +y = 1 的下丰部分及抛物线 _ v = i — 其交点为（一 i ， o > 及 （ 1 , 0 ). 
解枳分域的围线为圆/+/ = 1 的 卜半 部分及抛物线 ： V =1 —/•如图 8.9 所示.改变枳分的顺序•即得 

今 /■ 今 -- 







13928] 


i rvz 

J 户 L 






提示注意枳分域的围线为圊 =2 x 或 （j •一 l> 2 +y = 1及直线 ： y =2 — x ， 其交点为 （2,0) 及（1，1), 
解 积分域的围线为圆 . r 2 +y 或 （ T — l )2 +y = l 及直线 .y = 2 — . r , 其交点为 （2.0),(1,1), 如图 
1. 10中阴影部分所示.改变积分的烦序，即得 




f (j ： %y)dy= dy 


m f 卜 >/i y 

d) fix, 

O t-y 






图 8.10 


m 8. n 


y 2 ur 


【 3929 】 dr \ , —— r f(x,y)dy (a>0). 


提示 注意积分城的围线由 ®(J — ci) 2 +/=W( y 彡 O). 抛物线 y ^ 2a j ( ： vX)) 及直戍 2a 组成•其 
交点为 （ 0,0) 及 （ 2ci,0). 

解积分域由 线&一 “”+y = V (_ y >0>, /=2以（>^0> 及 x = 2 a 绀成.如阉8.丨丨屮阴影邰分所 
示.改变积分的顺序，即得 

f 2 u r yzj r- I r-- V7~J ru \ p P 

L dl 'J /(j "^ )d ^LH Jfe fu ' y)dc ^\..yj-j /( …叫 + /(I • 灿 . 


y / 1^7 

139301 J: dr /(s.y)dy. 

解积分域如 ffl 8. 12 中阴影部分所示.改变积分的顺序•即得 

J dx J f(.jc,y)dy= f dy J f(x.y)dx. 




图 8. 13 


[3931 J J , W f ( j ^, y ) dy . 

解 枳分域如图 8. 13 中阴影部分所示.由于 v=sii 
从1变 到一丨 时 r = 7 r — anrsiny •当： y 从一 1变到0时为 . 

f2x fMa ， ft f* ar«m.v 

cLr /&,，)办=心 /(• 

J n J “ J f» J ATV*tn\ 


的反函数，当 >从0变到 1 时为 . r = arcsine 当： V 
: 2 7 r -+- arcsin ^ •故改变枳分的顺序，即得 

p' C2k^ *ifr^inv 

dy fix^y)dx. 

J -J J r — * n . H«riv 





计算下列 积分： 


[39321 drd ： y , 设是被抛物线: y 2 =2 p_r 和直线 i = f (/>>0) 所包 


围的区域 . 

解积分域如图 8. 14 所示.于是， 

| xy ~ dxd>»= f 2 d j J x.y *dy= J Z 


\2px) 3 dx=^r. 


13933] I 


djrd 



G >0) •其中 D 是以圆心在点 （ ia ) 半径为 u 的圆周 


- - . . - --- — ® 8. 14 

(它与坐标轴相切）的较短弧和坐标轴为界的区域. 

提示注意枳分域/2的围线为® ( J — fl ” + ( y — a ) 2 = a 2 与两坐标轴相切的较短弧及直线1 = 

因而，当 I 从0变到“时，对于每一个固定的从0变到 a — V ^ ajc - x 1 . 

解如图 8. 15 所示.当 x 从 0 变到时，对于每一固定的 hjy 从 0 变到 * 


> = () 


— y /2 ax — j 2 • 丁 是， 


djci‘V 

>/2a—x 


= r -_^ = f - y ^ d> . 

Jo V2a-ar 


Xx-a) 1 +()〜《)•’ = 


13934] \] luldxdjy , 其中 D 是以 a 为半校，坐标原点为 1 M 1 心的岡. 


m 8. 15 


VV-MT* 


提示原式 =『 kldr f bldy . 并注意被枳函数均为偶函数及枳分区网的对称性. 


工 7 


djrd_y~ J* 


- V 7-7 


loM 厂 J - (a 2 -x 2 )U|dr=2| - o (V - : 2 )_rdr- 


T * 


【3935 】 JJ (: r 2 + y > drd ： y , 其中口是以 7 = 1 , 7 = 1 +“•: y = a 和 ; y = 3«( a >0〉 为边的平行四 边形. 

n 

提示 宜选择先对 Z 后对: V 枳分 较好. 

解 如阉 8. 16 所示 . 当： yUa 变到 3 a 时，对于毎一固定的： ya •从 1 

W “变到，于娃， 3<? 

| ( x 2 +y ) dj - d.y = |^ ( x r + y>dj 2d 

° = J； a j | - 

【3936】 JJ ： y 2 drd ： y , 其中 12 是被横油和摆线 ° ^ ^ 

n 图 8. 16 

工=«(/ — sin /) ， y = a(l — cos /) (0«2 n ) 

的第一拱所包围的 区域. 

提示利用 2281 題及 2282 題的结果. 

解 y z 6 j - dy = J dx J y 2 dx ^^- J (1 - cosfVd ，= —- J sin 8 J sin 8 “dtf 

— — ^- Isin 8 Mdw+ J ， sin *udu | = ■ | j"' sin 3 udu-f J^ cos 8 udu | = ^ J Z s * n ^ «<i«* * 

1 • 3 • 5 • 7 ir 35 


Z • 4 ♦ b • 8 Z IZ 


udu 



用 2282 題的结果. 



* * > 利用2281題的结果. 


在二重积分 


f ( x t y)djrdy 


中，令* r = rco 呷和^ = 4岬，变换为极坐标 r 和心并配置积分的限，设： 

[39371 H —圆 

解雅可比行列式 / = r , 以下各题不再 写出. 史从0变到 2; r , r 从0变到 a . 于是， 

JJ f (j: ,y)dxdy= J d<p J /( rcos ^. rsiny )) rdr . 

【3938】 H — CfU x 2 ~hy 2 ^ax ( a >0). 

解圆/十•一专) 2 +/<(专) 2 •其 tH 线的扱坐标方程为 r^acos<p. 当 p 从一 

时，对于毎一固定的 v 5 , r 从0变到 acosf . 于足， 

JJ f(x^y)dsdy= d ^3J / ( rcos<p,r&in<p) rdr . 

【 3939 J r 2 —环 2 < r ’ + y <6 2 . 

提示注意当从 0 变到 2 tt 时， r 从 M 变到 IM . 

解史从 0 变到 h . r ■从 |“| 变到 |6| .于是， 

jy f (x*y)djrdy= J dtp ^ /(rcosy> ， rsinprdr. 

[3940 J n — 三角形 0< x < l ; 0<>< l -* r . 

提示注意直战 1 + 7=1 的极坐标方枉为 r »^ CS c^+f ) 及史从。变到 
解山于 A 线 ■r + ^^ l 的极坐标方程为 

r ~ sin ^+ cos^s CSC ^^T 广 

W 而当 f 从 。变到 号时•对于每一固定的 pr 从 0 变到左 CSC ( v >+ 子)•于 足. 


变到 I 


JJ/(j• < y)dxd>»= ’ ^cos^?.rsin^>)rdr. 


【3941】 区域一 

解题思路 注意抛物戍 jysf 及直线 y = a 的极坐 标方裎 分别为 r = 

[ 0 • 7T] 应分为 [ 0 • 号 ]•[ 子 * • 孕 ] 及 [ 罕 • 7C]. 

解如图 8. 17所示.区域 n 可分为三 部分： 

<1>当妒从0变到 f 时，对于每 - 固定的 pr 从0变到其中厂= 

为拋物线 : y = d 的极坐标方程； 
f ° 

<2)当 9 从 j 变到亨时，对于每一固定的 pr 从0 变到； 

(3〉当 p 从#变到开时，对于每一固定的 pr 从0变到^ • 

4 r COS 4 妒 


及厂 = 


又 P 的枳分范围 



于是 • 


11 





/(. 




,^)d_rd > y= j ' d(p J° ' » /(rcos^.rsin9；)rdr4 - dy; 


rcos ^ Jrd ; 


+ J }(f dtp J' ，， ' 2f / ( rcos<p »rsin^?) rdr. 

【 3942 】 在怎样的情况 F, 当变换为极坐标之后，积分的上下限是常数？ 

提示 当且仅务积分域为由中心在原点的两同心®和由原点引出的两条射线所围成. 

解 若变换为极坐标，积分 JJ /( J ，_ y ) drd > y = ^ dp J * /( rcos ^. rsin ^) rdr , 

a - 4 

其中 O 、0、 a 、 A 均为常数，则表明积分域为.它表示圆环面^<广</>被射线9 = 0 ,9 =芦截 
出的部分.且只有积分域是这种情况•变换为极坐标后积分的上下限才是常数.如3937题及3939题即为其 
特例. 

在下列积分中，令 • rtrco % 和^ = 变换为极坐标 r 和卜并依两种不同的顺序配置积 
分的上 下限： 


[39431 J“ dr J, /(j-.y)dy. 

解如图 8. 18 所示.若先对 r 枳分，则当史从 0 变到 •^时 •对丁-每一固定的 pr 从 0 变到 seep 当史从 
f 货到 f 时•对于每一闹定的史 〆 从0变到 csc ^. 

荇先对史积分•则当 /* 从0变到1时汐从0变到•|>»当 r 从1变到万 
时，对十拇一 W 定的 r ， 9 从 arccos ■变到 arcsin •于足 • 

J /(x.y)dy 

= j 1 A(p J /(rcosp ， n;in 9 >)rdr+ dtp | ， /(rcos^>.r 

— J rdr| * /(rcos^5.rsin95)dp+ J rdr J : /(rcosy • rsinp>dy. 

F 面的 3944 题〜 3950 题均可 仿本题的思路来求解 . 

fi rVT 7 

【 3944】 J dxj^ /(x.y)dy. 

解如图 8. 19 所示.若先对 r 积分•则 当史从 0变到时. 



8 . 18 


对于每一冏定的从&以(：(史+|>变到 1. 若先对史积分 
当 r 从_变到丨时，对于每一固定的 r •，从 f -, 


•则 


42 


1)=去，即 




，其中直线 


n = 


n 


的极坐标方程为 rsin (9> + 


或 ^ T -< P =± 


VT 


于是 • 



fi 


d-r J T /<x._y)d)，= J • d ^3 J ^ ^ /(rcos^j.rsin^>)rdr 


=.rdi 


I ： 


/( rcos 沪， rsiny) d<p. 
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[39451 


>f: 


yr 


/( +y )dy. 


解如图 8. 20 所示.若先对 r 积分肩当 p 从+变到 j 时，对于每一 


固定的 pr 从 0 变到 


cosy 


若光对 P 积分•则当 r 从0变到2#时4从+变到当 r 从2及变 
到1时.对于每一固定的 r •免从 arccos j 变到 j .于是 • 

J cb f /( y/x r +y r )dy= [ ] dtp |' nH： r/(r)dr 
=y| ^ r/(r)dr+ (y —arccos )r/(r)dr. 

I3946J J" dj J J'(a:*y)dy. 

解 如阌 8.21 所示.若先对 r 枳分，则当 f 从0变到 +时， 对于每 


定的 p , r 从^变到其中广黑为臓 〆 


力程 . 


荇先对 p 积分•则当 r ■从0变到1时•对于每一闶定的 r .^ p 从0变到 
A +2 1 广- 、 由 r =_ 解出当 r 从1变到万•对 f 每一 


IA 1 定的 r . y 从 arccos ^； 变到 


y /1 十 4 , 

~ 2 r 


•于是 • 


| dj.J* /(a-,y)d.y= | ' d^p| f(rcos<p,rsin<p)rdr= J rdr J 




f(rcos<p.rsii\<p)(\(p 


+ J* rdr J ; ‘ /(rcos^.rsin^Jdy. 

【 3947 】 *[/( 0 ■•: y)<ird>r •其中区域 U 由曲线 (/+ ： />*=“ 2 ( 1 2 — < /)( 0 > 0 ) 围成 . 


俛足双纽线的右半部分.如阁 8. 22所示. 


= a 2 (/_y>(x> 0 ) 的极坐标方程为其图 


若先对广枳分，则当 f 从一 " f •变到 f 时，对了每一固定的 P 


从 (） 变到 a v/cos2^. 

若先对 p 积分，则当 r • 从 0 变到 ^ 时，对于每一固定的 r ， 史从 
■ jarccos g • 变到 -^-arccosf. 于是， 

■ ^ 

jj / (x v y)dxd^~ | rdr | ： ( / (rcos^.rsin^o )dtp 

f 十 piv /^7 • 

=J d^J / (rcos^:. rsin^)rdr. 



图 8.22 


题兮心 L 炻带 “ + ” 兮衣示题解答 案与跄 习题集中泽本所附答案不一致后不再 说明 . 中译本基本 M 按俄文第二 
版翻译的 . 俄文第二版中有一些错误己在俄文第三版屮改 iK. 
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令 r 和 p 为极坐标，在下列积分中变更积分的 烦序： 

[39481 { T „ f^<P^)dr (x^O). 

解积分域为由圓 r = a cos 9 ^(_r — 音 )■’+/=( 专) •’ 所围成的圆域. 

若先对 9 积分•则当 r 从0变到 a 时，对于每一固定的从一 arccos f •变到 arccos f •(图 8. 23). 于是 

| 7 ^ d<p ^ /(^. r ) dr = dr|' ，<t0 * 7 i f (> p ， r 、 d < p . 


(p - arccos — 





8. 23 



I y^nZr 


[39491 | 7 d<p | U /(^.r)dr (a>0) 

解枳分域由双纽线 〆 右上耶分凼成（图 8.24>. 

若先对 p 积分•则当 r 从。 变到时，对于每-间定的 r ， p 从 jarcsm 二变到 号一 j arcsin 于足 

r <* r 4 4* 


LW : 


/( y >. r ) dr = I drjj * t - c JX ( p ， r ) d < p . 


I 3950 J J dyJ f (< p , r )6 r . (0< a <2 w ). 

解积分域由曲线 r =0 阿募米德螺线）与射线 围成（阳 8.25) 
改变积分顒序•即得 

J A(p J " /(^* r ) dr = J dr J f (< p . r ) d < p . 

变换成极坐标，把二轚积分化为一重 积分： 


【3951】 


J … 

rW , 



图 8.25 


• y 2 ) dxdy . 

提示注意先对 r 再对积分•即易获解. 

解 [/( y / x 2 -\- y z )6 xdy = d < p \^ /( r ) rdr = 2 jt \ r /( r ) dr . 

【3952】 J[/( v /^ TT ^ drc ^, 其中 |^l<|x| ； | x|<l }. 

解题思路注意先对妒后对 f •枳分•当/•从 0 变到 1 时•对于每一个固定的 r ， 9 从一子变到子 d r 从 
变到7?时，对于每一个固定的^从 arccos + $到于. 

注意到积分域 D 关于/轴及: y 軸的对称性•故当屮从一|变到子时，应在所得的枳分表达式前面乘以 


常数 2 ,而当 9 从 arccos 丄变到时，則应在所得的积分表达式前面乘以常数 4. 这一点务请读者注意，否 
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則就会产生错误. 

解枳分域如图 8. 26所示.先对 p 枳分•则当 r 从0变到1时 
?从一子变到当 r 从1变到7?时，对于每一固定的从 ’ 


变到于是， 


/( 


)dady 


= 2 [: "(… J T 十如十4广 rf ( r ) dr \ l ^ 6 <p 

= it J r /( r ) dr + J ( ;r 一 4 arccos + ) r /( r ) dr . 

J /( 予)崎. 



图 8. 26 


【3953】 


提示注意先对 r 再对 p 积分•当 r 从 0 变到 cos 史时，对于每一个固定的 r,p 从一•变到 j •问题即 
可获解. 

解 I / ( ^" )dj dj »= d ^>| ^ /( iany )) rdr — /( lantp ) los t < pd ( p . 

r^/vr X ^ I 

变换成极坐标.计算下列二 S 积分： 


[3954] 


J 


J + y 2 dsdy . 


提示注意枳分城为 

dj - d . y — J dyj J r • rdr — 


解 


[39551 


•芝 + 


JI 


\ J + y 2 cLrdy 


掸示：;主意积分城 n 为 {0<9)<27 c , n < r <27 r }. 

解 l | sin ■/ j -* + y : drd_y = j * dtp J rsinrdr = 2 »r J rsinrdr = — 6 ar 2 . 


[3956 J 利用函数组 




，= y^y 


把卍方形•5^0<^ + /^< > </»+/^(«>0,6>0)变换为区域5 / .求区域夕的面积与区域5的面积之比. 
当 / i — 0时•此比值的极限等于什么？ 

解正方形的角点八(“沁）^0 + /|,6)，0：((2+/1.6+/0,0(^,6+> 1 )对应于 Omi ; 平面上的点 

A ， (签▲)， 

c ' d )2 ，"( a … 〉）， P'( <6 y _， vW + 办 ) ）. 




正方形的四边 y = b.x = a ^ h,y = b + h,x = a 对应于 Owt / 平面上的四条曲线 ， BP 


A ' B f x u = 




t /, 一一 (a + / i ) 

由这四条曲线围成的区域即为 S ' (图 8.27). 

于是•区域^的面枳为 


C / D / ； W = 


(/，+/!> 


D f A f zu ~ 
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s # = 


r -/ Ji 7 TTT v \ yia ^ nb - h ) 

dudv= —dv+ _ 

J yix u yTTb^hT 


(h+hY 1 

3 


J 


Via - “h 以 




t / 


dv 




(a + h ) 


rdv=r—r[ ViPibThW — Va b ] 


+ U ?^ h ) 


. y / uUr ^ rh ) v (“+/ i >( A +/，> 


M 


Vab v / ia ^ h)b 


5(“+/ j ) 

= *|~[ >/ (b~rh) — y/IF ] 


T iy/(a + hy(b + h) - y/Ta + hrV 


\/ a+h J * 

从而，区域 s ' 的面积与区 yus 的面枳之比为 

|= 忐 [yr^r—yn [力 _ 点 ]=4 

6 yTb + i^->/F 



L V (b 十 h) h — y/W 」（ n /“ + /i — >47) 

h : v/ci(“ + /i) 


y/aia^rh) ( y/a + h +>fu )( y/b+h +v®)( y/b+h —Jb ) 


b 2 十 6(6 十 A > + (/> 十 /?) 2 十（ 26 十 /|> \//>(/>+/i) 


\/ a(fl + / i ) ( \Ju 七 h -\ r\fa )( y / b^h +>/5 

上述比式足 A 的函数，并旦在 h ^ o 点连续.于足， 




A -0 O 


•办 2、《 / • 

办实上，应用洛必达法则氺此极限吏简申些•这是 W 为 


yTbTi^-yF 


= limy ■/(b + h) 、 = 号厶 + • 


iv.Va y/a-rh 


= lim 7( a 十 / i > 7 = i . 


注意 若利用二重积分的变量代換•則计算义较为简章.容易算得 

D(u,v) __3^ / y \7 

D(x.y)~ Tv j / f 

dudv== J I m 7^)\ x TdxJ；" y Uy=l(j= 


故 S / 


)( /aThV-y/iF) 


Vci ^ h 

%y 

与上述结果一致.但是•从原习題集的安棑来看•似乎应从3965題以后才开始用一般的变量代換来计算二 
重积分. 

引入新的变置 M , x ； 来代替 U 并确定下列二重积分中的积 分限： 

[39571 £ dx ^ f { x , y)dy (0< a < b ； 0< 0 <沒), 令 

a = x . v — 

X 

提示 注意在所给变換 “ = 下，积分域由 

X 

的雅可比行列式 


变为且变换 


D ( x ^) 

D ( tt ， v ) 


= M>0. 
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解在变换 m = 下，区域口= { a ^ x^bu 


} 变为^ = { L 变换的雅 


可比行列式 


D ( U ) 

D { u % v ) 


= u>0. 


于是 


J dr I / (a-. 3 »)d 3 »= J udu J f(u*uv)6v. 


【3958】 J d-f J / ■(■r，y)d < y •令 m = . 




提示在变换 w = 


-r — y 下，私分域由 0<* r <2， l — — 了 变为 
1 w+v u~v 



1^ m ^2 ^ — u^v^A — “ } •爭实上 ，w + T ； = 2 *r •“一 1 ；= 2 >f ，故 0 <m + ，即一 — u. 变换的雅可比 


行列式 J 二一+，从而.1厂，且 J = %y ~ ^~2~ ' 于是， 


I3959J 




I ： 0 ( 宁,〒)叔 

( x ,： y)cLrd 夕，其中 D 足被曲线斤一 >/?= V^i = 0 •: y = 0( a >0) 所包削 的区域，令 


提示注意 D 的界残的参数方栈为 




(0«号). 


对于所给变换，有丨 J |=4| 


; in 3 v | ,且分城/2变为 /3 /= = 


解刃的界线 ^/ T+v ^— v^ 的参数方程为 

x= 1 acos i V% y—asin^ v 


对于变换 x= ucos' v. y= ttsin 4 v. ^ \ l\ =4| ucos A vsin 3 v| ，且区域 d 变为卜 于足 . 


^ /(x»y)dj'd i y =4 J udu J ' cos 1 vsin' vf (mcos 1 


iin’ v)Av 


= 4 J ? cos i x/sin 3 vdv ^ u /<acos* v.usin 1 v)d«. 

【3960】证 明：变 竜代换 r+y=6：y = 幼把三角形 0< x<】，0<：y<l —: r 变为单位正方形 
0<7<* - 

证由 0<： y<l—o ■及0<^<1 得 0<i + ：y<l， 即0<$<1.又 7 =f <^^=1，且 7 >0,故0< 7 <】. 

反之，从，得 0< x+：y<l，；y = ^，：r=^U — 7)，故 0<J<1,0<：y< 丨一二因此.三角形 
域{0<0：<1,0<：><1_1}变为正方形域{0<^<1,0< 1 ^1}. 

13961] 在怎样的变暈代换下，由曲线0=1,0=2，：1：-夕+1 = 0,了-^一1 = 0(了>0 0>0)围成的曲 
线四边形被变换成矩形，且其边平行 T 坐标轴？ 

提示宜作变换 • r ： y = K ， j ： —： y = T ». 

解原四条曲线为 xy=l ,xy=2,x~ y=~ \ ，*r —：y= 1( J>0，y>0) ，故显然应作变换 xy= u^x~ y = 
认这时 “从〗变到 2, v 从一丨变到1，故原积分域变为区域 — 


进行适当的变 ffi 代换，把二重积分化为一重 积分: 
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139621 


提示作变换、 


到 1. 


解作变换 


丁是， 


[39631 



u 十 h 

变为.且有 m = i . 

解作变换，.则打 

y^rv a • 十/， 

■+ y<l 变为.且有 |/l = l . 于足. 


r+ir 


JJ /(“: + A，+ r)d.rd v = 


，•則釘 . r=^^..v 费及•故区 

y/a - i-ir n/u ~Hr 

于足. 

/( Ja : + h~ «+< )dMdv= J d« [ y-~ - /< > +/，: w 十 rUlt 


=I /< y/a 2 +6: M + f )dw I y—r dv— 2 J \/l 一 “•’ /( U W a r-< )dw. 

[3964 J jj J ( sy)dxdy K •中区域 n 由曲线 . r . v = 1 •^• v =2.. v =« r 、 v = lr ( r >0.. v ：> ⑴闲成 • 

提示作变換， M ， f _ V . 即 .r 一 yj ^ ， V 一 y / uv . 則区城变为区城 

ci = { 且 |/| = ^. 

解作变换•0*=«,2=^，则区域0变为区域^= {1<“<2.1<1；<4},11丨/|«^. 于适. 

J * L \> 


JJ.’(*r < y)cbd_y=L^J f{u)6u = \x\2 J f(u)t\u. 


计算下列二重 积分 : 


139651 JJ ( ，+ ：y )心办 • 其中区域 /2 由曲线 . r 2 + )••’ = j + .v 围成. 

提示作变換 . r=~|~ + rcos^:. v = y + rsinp 則区域/2变为区域 

C}' = { 0^^<2ic.0^r^^ j . 且 |J|=r. 

解区域 /} 即圆(厂 j ) +( 厂 +)、(★) •作 变换： 1= + +爪^.>.= j + rs — •则区域 X 2 变 
k 域 . am - r . 于是. 

|J (j + >»)dj-d^ = J dtp [ ， •+r 2 (sinp+cos 史） 二 dr= 


【3966】 
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(Ixl + b-Ddxdy. 



提示注意枳分域的对称性 . 


解 < |jt| ^ \y )dxdy=A J dx [ y)dy=^-. 

I ， 卜 y<i 

【3967】 drd>r, 其枳分域 口 是椭圆区域 

n 

提示作变換 x = arcos<p,y^brsin<p. 則区域 D 变为区域 1 ，且有丨 l\=abr. 

解作变换则区域 D 变为区域 <0<r<1 .0< 沪 <2 冗 } •且 t /| =abr. 于是 • 



d-rd^ == J d^> f ub y/\—r z rdr= 2nab J y/\—K rdr = 


139681 


JJ (s 2 -¥y ! )djrdy. 


揋示作变換 r=rcosp ： y=rsinp 利用对称性及 1712 題的 结策 . 

解作变换 isrcosp^^rsir^ ， 并利用对称性•则有 

J <^+y>^= 8 f ； 耐 (; ^)+ ^^ 2 j ； —K 


f sec ydtan^ 
.、 1 + tan 4 <p 




arcian 


r -3 … jl 
(42 0 n/T 


利用 1712 題的结果 . 


13969] jj (1 + 30 心办 , 其枳分域 /2 由曲线 y =2u + y=4,*r+ ： y=12 凼成 . 


解由解方程绀 


y= 


^\%r 


* 2 = 2 x 


求捋网条 ft 线与拋物线的交点为 A (2,2>, m 8.4>. C (18.—6 K 

4 

D(H.- \)(W 8. 28). 于足， 2 

J (x-f,v)d-rd.y= | | d> J (j + ^Odr ~d 

+ J: 6y 十 : V> 心 = 79 H+384 + 79 || ^ 


= 543 


[39701 [] xy didjy •其中 /2 是由曲线 •r：y = l,«r + ： y=~|" 


W 8.28 


围成 


的区域. 


解曲线 0=1 与直线 J + 的交点为（专 ，2), (2^y). 于是， 

Judrd 尸几 xdxj^'^d^=y ( 宇广 以 +P - 士 ) dr=l 盖一 


【3971】 


|cos<-r + ).) Icb dy. 


JJ |cos(.r4-3；) |djd 7 = J d*r f cosC^+.y) \dy 


= ['d.rj I cosLr + y) |d 夕 + d‘rj |cos(*r + j> |dy 

=J ' I I ' cos(j • 十 _y>d ： y— [ r cos(x + 30d_y dj. + J^r 一 J 2 cos(x~hy) 6 y~\~ J, r cosix~\~y)dy d.r 
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=p { (sin 号一 siar ) — [ sin (. r 十 jt ) —sin 专 ] f d _ r + I ， j —(sin 

=J: 


3^ 




sinj 〉 十 I sin ( j '+7 r ) _ 


sin 


孥 ] ^ 


2 dr + 2 dr = 


[39721 


J 




一 .r 2 — y : dxdy. 


m 麵如图 8 ■晰，由一 •所组成•其…由圆 


y =()，即圆 


) +卜-^) 2== +围成的区域 ， 该圆的极坐标方程为 r = sin (史 +|)•而圆 ^+/= i 的极坐 


2^2 


标方程为 r = l .于是，各区域分别为 


仏:一子穿， 0« sin (9+ 十）; 
仏:子 孕， sin ( y - h ~ )</<1 ； 

• O ’: 一子<9^：子， sin (9?+ 子) < r < l . 


当点在 n , 中时，由于卜-点)-点) •<+ 

即穿 - u 2 + 



>>0,故 


m 8. 29 


I 皆: — y 

当点在和 a 中时， 

I 穿一 

于是，注 意到利 用对称性即得 


X±2 

n 


-y = rsin( 9 +^-)- 


X+V 


y 2 /一。4(炉 + 子). 


I 穿-〜 


drdy 


=2 [ l f ^[^ 1 ， [ rsin (^f) -r 2 ] rdr+ 2 L\ d ^L^, )] rdi 

+ J^M: [〆 一 _(?+ 子 ）] rdr 

= sin， (^+f ) d ^ [+— + sin “+f )+ j sin < U+f )] 却 


f；[i 


4 3 


sin 


(沪 ++)]# 


=+J? sin ， Md “+ (f - f++L fsin, —) + (t + t ) 
( f - T + i ) + (| + f ) = ff - 


32 1 V 4 3 32 

利用 2281 題的结栗 


【 3973 】十 


\y — i z \ djrdy. 
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提示注意 


\/1 V—J- I djd^= 


v x 2 ^ y6x6y+ 


vy — d.rdy 




并在积分过程中作代换 i = V ^ sin / 及利用1750題的结果. 


解 


V I y~^r 2 1 (\xdy= 


V x 1 —>drd^+ 


yf y~ x 1 dxdjf 




«，:<l 


T + Y - 


=JX 广 j J : xMx +| J : 

= |^{； co ,^=| + M(| f + ±)- = 

* ) 参看 1750 題的结果. 

计箅不连续函数的 积分： 

【3974】 || sgn ( — y l +2) dxdy . 


(2- x-)Tdx 


解顆思路注 意：当 y-x 2 <2 时 • sgnk 2 — y+2) = 1; 当 y l -s 2 >2 时 ， sgn (/— y + 2) = — 1 ; 当 





现将区域 


/ <4 分成 a ， fl 2 , n 3 , a 和仏五部分.其界线分别为 /+ 
0 , 中时•: y 2 —* r 2 >2,故明 n ( x * — y +2>» — U 当点在 n 
=1.于是 • 

i ( T 2 — y +2 )drdy 

- JJ d:dj+ JJ da:dy+ jj drd>»+ JJ d^d.y 


f /1 i : ri r Vi-^ rz rV^i A 

y—r dy+4 j dr J djr+4 J ^ d^ J dy 

Fdr 十 4 (J VA — x 2 dx — [ ^/\ — x z dx ) 

±Jl 

n * 


n 3 

yrr 


yrr 



解题思路 


[•r + y ] cLrd )，. 



: y 」= 0; 当点属 
3^] = 3. 

d . rdy 为区域认的面积 （ i = l ,2.3,4) •问题即易获解. 


部时 


当 

当 

如图 8. 


的内邸时， 
的内部时 . [T + 


可分为下列四部分 
： 0； n 2 + .r = 0 ., 

y=2; X7t : x4->f^3t «r<2 ， 
y ] = 0: 当点 《 于仏的内部时， 04 
2:当点诫于几的内部时 .[>+>0 = 


f>r+ J 


岈越思路 


当 2 + /<： v < j 2 +3 时， Ly — /] = 2: 当 3 + x 2 ^ y<A 时•[: y —: r 2 ] = 3. 

拋物线7 = / + 3，义=/+2,7 = / + 1及; v — / 与直线: y — 4在第一 
象限内的交点为及 D (2.4) •与 Oy 轴对称的位 
再还有四个交点.于是， 


y — jrjd^dy 


图 8. 32 


■ r 心 0+ c 心 j:!., 办 ] +2 #[ 1: 心 0 十 r d 4^ 2 d - v j +2 ^£ ci "^-3 dv 


J 十 ( 3 - x 2 )dx + 2 y /2 1+ I (2 — y)dr +2 

J/T J ] 




)dr 


-(4+4>/3-3 V 2). 

977] 设⑺及 /2 为正裱数辻其中至少有一个是奇数•证 明： 











JJ .r m y m ^rdy = 0. 

证明思路 作变换 rLOs<f .y = rsin 史 •并注意 cosy 及 sin^ 均为以 271 为周期的周期函数，即可得 


I [广 


d.rdv ― 


"I + / I +2 


^2 r 


• 2 [1 
w + w + 2」4 


co^ m <psin n <f(\<p 


. cos"^sin"y>dy + f ^ cos m (psin"<pd<p • 
，十 /I » ^ - J ~ J 号 

_ ■ 


若在上式右瑞的第二个积分中令 ^)=71 十 / •即得 


0- d , dv = / f ^ 2 | 4 [1 + ( - 


\n n idf. 


从而•命題易获证. 

证作变换 -T = rcos^>..v = rsin 史•则得 

IT r_ ，• 


； "ysin"ydrdy— ，二士 " + 之 j cos"'y)sin"^d^ 




I J , cos ,, y>sin"yd9 ： J | cos"^sin"^d ^： • 


式心端的笫：个积分屮令•即枓 


|； cos -^ sin > d^=C _ (- 1 >- 


sin'rd/. 


及 " 中有 II 仅有 • 个为奇数时 • 


• 因而 ，（ 1> 式为芩 ，$ m 和 w 均为奇数时， 


=1 . W Iftj • < 1 > 式笼 f J 7 , cos-^sinVd^. 但此被积函数在对称 K 间 [ 一号，号]上为 


• 故积分仍然为零 . 

之 • ， /" 和 /I 屮至少釘 - 个为奇数时 • 


x m y m djdy ^ O . 


978】求 


lim — t 


/(r.y)d.rdy. 


(.* •>•> 为连续函败 . 

示列用枳分中值定理及函数 /(_r •:>0 的连续性 
利用积分中值定理•即得 

|1 /( x ^) d . rd ^=/(^, J? ) 


clrd.v = 7r〆 JX^rj) 


(f 7 ) 为 _ 域 .〆 


内的 - 点 • 显然 • 当 p •() 时 • 点 （ f 7 ) W)(0,0> • 于是 • 根据函数 /(i ,/ 的连 


lim^-r 丨 /(j ^y) 6 jdy= lim/ ( 芒， tj)=/( 0 A)) 


979】 设 Fit) 


’ cbd > •求 r (/)• 


令 . 1 ，= 1 " • v 1 ，/ •则 


F(f) 


r* d.i dv — ； r ^v 2 


乎成该 有 


F (/)- 


7 6udv : - -y j]* /-eJ dudv= (/ >0) 


但这是错误的.实际上本题有问题，因为 （1) 式中的二重积分都是广义二重积分.当/>0时•在 x >0^ = 0 
上（即 u > 0 . v = 0 上）被积函数成为无穷.而且这个广义二重积分是发散的.这是因为•根据被积函数的非负 
性•有（参 S 本书 S 9) 

JJ ed “ di >= J dx ; J e -^ da = J v 2 ( c ^ — 1 ) dv . (2) 




对此枳分 J =0 是瑕点，由于被积函数 t/(ei — 1) 在 0< T ；<1 上非负，且（令 + = /) 

lim i/[i/(e7 — 1)]= lim e 2 】 ■= 十⑺， 

ir» KO f 》 / 

故瑕积分 £ 以（^ _丨）“发散.且 f _ i /( e 7 -\) dv =+ oo . 由此，再根据（丨）式与 （2) 式•得 

F (/) = +oo (当/>0时 >• 

囚此•提 ili 求 F ' G ) 的问题是无怠义的. 

汰息•矜本题换 为：设 F (/>- JJ C ? d ^ 6 y . 

求这时得（作代换 x =«/,. v = w > 

F ( t ) = t : J e ^ dudt >. 

☆S! 

从而.心端枳分足收敛的，（实际上珂视为常义积 分〉. 于足， 

F ， U ) = 2 t JJ c ,7 dudv = Y Fu) (，> 0 ). 


13980] iS Fit ) 


II 




did . v •求 f : ’（/>• 


-•V 


解作变 W 代换，=“ + /,少-^十，</凼 定）， 则 

J y/Tu + O 


F(/) 


’ + <!；+/>• dudv . 


(1 




今在积 分矽下求羿数 m ， 得 

I 4 + /+V + 


K (/) = 




d“dv= l| 


II * < 




-dj^dy ( —co<r<-f oo) 


， ） 积分号下求导数的合理性，证明如 下：令 


则 


\ (u — 


y ( W • V #/) = \/( “ + 0 2 + (!；+/)• • 

M + / + u4 / 


( (u^v)^=( — —/) )• 


/(w + /) ? + (i;+/) 2 

当 （£“？•> = ( 一/•—/〉时•易知不存在•但右导教存在且等于7?,左导数也存在且等于一斤.由于 

a + b \ 


对任何教“•/;，有/十6 ? >2“/，，故2(“ 2 +炉>>(“ + /，> 2 ,从而， 


. 于是 • 


V “ 2 +A z 

1/ ； ( M ,v,/)I<>/2 (2) 

如果 M > i •这时 f ( u , v . n ./：( u . v , t )( t 固定）都是区域 v + ir ’< l 上的连续函数，当然可在积分号下求 

导數•得 


F\t) = 


1 \ Cw• v%/)dwdi^. 


(3) 


1 1 


但如果丨/丨<_,则 <3)式右端积分的被枳函致 /:( w . u > 在枳分域/ + t /<1 中的点 = (—/,—/) 不 
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连续 • 因此，不能立即断定 （ 3) 式的正 确性. 下面不论/为何偟 （一 oo<f< + cxO •直接证明 （ 3) 式成立 .令 


发 （/)= 


\ (“ ， v ， /)d“dv (― + _ 




由（2> 式知/;(心1,/〉是有界的.且在区域《 2 +1/<1上至多有一个不连续点 （/ 固定〉，故 （4 > 式右端的积分 
存在.实际上，利用 （2) 式以及 /;(«,!；•/) 当 U , v ) 关 （一/, — /) 时的连续性•用（必要时，即丨/丨<&时〉挖掉以 

点（一/, — 0为中心的小圆城的方法，不难证明尺⑴是 — 〜 上的连续函數（详细证明留给读者）.令 

G (/)= J g(s)ds (- oo </< + oo )， 


則 

但 


G f (t) = g(t) (― oo</< 十 


(5) 


G(t) 




\ ( u^vns)dudv^ 


I ( MtVt 5> dwdTXl 5 : 


dwdt ; 




I / f , (uyV,s)ds. 


( 6 ) 


注意 ，（ 6) 式中的运算是合理的，因为三维区域因定）中•三元函教/; 有界且 

只在直线 M = 的一段上不连续，从而 ，（ 6) 式中的三重积分及两个累次积分都存在，故它们相等. 

下证恒有 

J / : ( U ， V ， S 〉 ds = /( M ， V ,/> — /( M ， V ，0〉. (7) 

事实上，若 （ li, 仍关 （一 n •_/, )(6 G[0,f]) •則 /;(!/•!；•/) 是上的连续函數 （lid 因定> •从而 . （ 7) 式 
成立；若 （ w ， l ；) = (一 /i ，一。）^是属于 [()•/] 的 某教） ，則由 /(M ， 1 ；， S) 对任何 W ， V，S 的连续性，有 

f / \ (u^VfS)ds = lim [ 1 / \ (u f i ； t5)di-f limf / \ (uti/t5>d> 

Jn i “ dJo 

=lim [/(m,Vi/i —«) — /(« ， v ， 0>] + lim[/(w•!；，/> — /(“ ， v “】 +〆）] 

= /<UfVt/) ) —/(tttVtO) /(u.Vf/) —) 

~/(utt ； t/) —/(wti ； tO) ♦ 


故 （7) 式忸成立.代入 （6> 式，得 C (/)- 


[/(“ ， T ； ,/)—/(“ ， v ， 0> ]dudv= F(/) —F(0) ( —oo<f<+co). 


由此•再注意到 <5> 式，即知存在，且 

F ， (f)-*f/(/)-=^(/)= (| / \ (u. v./)dudv ( — oo</-< + oc), 

即 （3) 式 成立. 




【 3981 】设 F(t) 


f(x.y)dxdy U>0) •求 F'U). 


<i 2 


解题思路令1=广00¥，7=^1^，則积分城1 2 +/</变为 

0> ~ { O^r^r,0^<p^：2n} 且 F ( r )= | dr | / ( rcos ^. rsin ^) rd(p . 

利用 2302 题的结果即易获解. 

解 令 xsrcospysrsinf ， 则 

F(.t) = J dr J f( rcos^p.rsiny>)rdy>. 

故得 F / (/)= J /< rcos 95. fsiny >)/ d ^. 

注意，此题中应假定 /Cr ，： y> 是连续函数 . 

【 3982 】证 明：若 /( ： r, ： y) 连续，则函数 

M ( j ，_ y 〉= ~|~ J 。 d 冬 f($,rf)drj 
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满足方程 B - J 7 =/(T ' y) ' 

证明思路 利用含参变量的常义积分求导教的公式，可得 

= [/(^x+y-6)+/(6^-x+3»)]<ie 

同法可求得 Ty = \\[ + 

及 W^ = Wr, 

于是，命題易获证. 

证利用含参变萤的常义积分求导数的公式，得 

卜+ J : [/如+夕 一 e >-(- l 〉/( e •卜 ，+： y 〉] de + jj *:’: :/( j ，7> d 7 

=+ 丄 [/(6 ， 1+ 厂 (> + /(， 

JJJ = J [/ / y (e ， J' + _y — P — /;(《，^—*r + i y):d$+~|*[/(u + < y—*r> + /(j ， j* — > r+ i y)] 

= " H : [/;(^ + >^ 卜 /;(^- : + ： V)]de+/(*r ，： y〉. 

同理，有 

f • = y J [ ^ y )] d^f |^ = y [/'，（6 J + y -《> 一 /’ y (以一 J +« y >] (吃 

于 fe ，得|^ —|^ = /(.*'， < >0，证毕. 


注意显然本攰还应佾定 /〖（ ra ) 存在且连续. 

【3983】设函数 /( J.jy) 的等值线足简单封闭曲线，区域 S( V , ,的）由曲线 /Q,：y) = V| 及 fU ， y )= V 2 
m 成.证明： 

Jj * /( j ,. y ) dj - cly = J * vF r ( v ) dv * 
s, *r v 2 , V， 

其中 f ’( v ) 为曲线 /( u )= i ；, 与 f ( x , y )^ vz 所包围的面积. 

提示用函数的无限接近的等值线把枳分域5(的，巧> 分为许多子城，并列用枳分中值定理及微分中 


值定理，即可获证. 

证作 [>: ，巧]的任一分划 丁：功 = t 4< t /,0.< v : 0"< I / • = v z . 
令 d ( T ) = max ^ v , ，这里 △!；• = v : — v:-i (*•= 1，2•…， 《>. 于是，由积分中值 
定理 .（ 这里假定了 / Cr •: y > 在 S ( z ；,，％) 上连续>知， 

J /( 1 ， 3 » 〉心办 = 公 |[ /(J ，， >cLrd_y= /(x, ,y, )AS , , 

Sd 9 ^ v 2 ) •— Slx^ 

其中厶5,表小环形域 W (如图 8. 33 阴影部分所示）的面积， 
P(A ，乂 ） € S(v,-i ， v:). 

令< =/(二，孓），则 v \-« 又显然（利用激分中值定理）有 



f(x,y) = v 2 



AS t — F(v- ) — F(t;--j ) = F\v l )(v l —v^i) = F f (v, (i = l ， 2r" ， n )， 

其中 W ，<及<。.这里我们假定了 F\t；) 在[巧，巧]上存在且可积，于是 


它有界•即 
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我们有 


( 1 ) 


| F 、 i ；) l < M = 常数 


). 


m 

/ Cx 9 y ) dxdy = v, m F \ v , ) Av 9 = / 丨 + h 


其中 


1=2 v t F \ v , ) Av t » / 2 = 2 a ~ ) Av t . 


由于 /^( x ；) 在[奶，访]上珂积，故也在[%，切]上可积.因此， 


另一方面，由（1>式知 


lim /, = lim V] v f F \v, )Av, = [ vF f (v)dv. 
<T)—0 d<T> -0 J v } 

爾 

|/ 2 |<Md(T) 2 Av % =M{vz-v x )d{T), 


lim I 2 = 0 . 


现在 （2> 式两端令 d ( T )-0 取极限（注意 （2) 式左端是常数）•并注意到 （3) 式与 （4) 式•即得 


|J f ( x , y ) dx 6 y = J * vF '( v ) dv . 


证毕 • 


应当指出，正如上面所说的，本题应假定 /(1 •: V )在 SU •巧〉 上连续肩 F 、!；) 在 U •巧]上存在并且 可积. 


§ 2. 面积的计算法 

Or：y 平而 h 区城 S 的面枳 由以下公式纶 出： S = J * dxd ^. 

求下列曲线所界的 面积： 

[39841 xy = a : . x - fy = y ( a >0〉. 

解两曲线的交点为 A ( j ,2 a ) 和 /^(2 a , y)(ra 8. 34) •故所求而 


积为 



139851 y -2 px + p 2 .y -- 2 q:t + q 2 (/»>0, y >0). 


解 


曲线的交点为 







【3986】 ( x - y ) 2 + x 2 ^ a 2 ( a >0). 

解如图 8.36 所示.所求面积的区 域为： 


— • x — va 1 — x 2 v ^ — x 2 • 


于是，所求的面积为 


S= 


41 r^4 Vm z -T Z ra _ 

..户 — : 2 卜 


变换为极坐标，计算下列曲线所圈的 面积： 

【3987】 （ I 2 + y 2 y = 2 a z ix 2 - y 2 )i ^ y 2 ^ a 2 . 

解曲线的极坐标方程为 r =2 a z co ^ Z 9 ； r ^ a . 

它们的交点在第一象限内为+ 如图 8. 37 所示•利用对称性 


得所求面积为 


S=.1 J" d^J U 〜心 rdr=2 J T (2a 2 cos2y-a : )dy= 3 ^— 

【3988】 （/+ y ) z =_ r ’+ y ; s ^ O . y ^ O . 

m 将方程化为极坐标方程•得 （ r 3 c 0 sM + r ^ inW = 人 





图 8.37 


(0<Kf >• 


曲线所闱的曲枳为 


S=| rdrd0 =|fj rd^=|J ； 


cos^+sin 1 ^ 


/_ 2_. sing+cos 沒 \ 

3 ^ sin 沒十 cosO 丨一 sin^cos 没厂 


dO _ 
sin 沒 + cosO 




(^ f ) 


士 , 


•★( lntan T_ lntan f) 




fT sin 汐 - 
Jo 1 — si 


sin^?+cos^ 

I — sinl 9 cosl 9 ( 


'=2 


(*! d(-|-sir^_+cos^) 

- - ： - $ - r~ 2arctan( sin 汐一 cos 汐 ) 

. 、、 2(ysin0—ycos(?) +y 


于是，所求的面积为5=士|了 - 


dd 

in 汐 + cos^ 


i \: 普 S 伽管. 


利用 2053 題的结果，其中 A,=f • Az = y. A = 2 ，B = 0. 


【3989】 （ j 2 十: y 2 > 2 = a ( j J -3 ^y ) ( c />0). 

解显然曲线关于 Or 轴对称，故只要求出 jSO 的部分.化为极坐标•方程为 

r =< icos ^(4 cos 2 汐一 3 ) • 

rfj 于必须 / _ 3 o *： y >0, 故 cos ^(4 cos 2 0 — 3)^0. 因此，0)8^>0且 或 cosO^O M cos 沒> 

-音 — 号.于是•在 Oi 轴的上方部分 (00) 为 

0 L 0 


(c/>0). 


由此可知 
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s= 


] rdrdO =2^ I , 6 r a 2 cos ? 0(4 cos -3 ) z d ^+ a 2 cos * 0(4 cos 2 i ?— 3) 2 d 0. 


&： 1： 式右端第二个枳分中作代换则 

J : a : cos z d ( Acos 2 d — S ) z dd = a 2 cos z 6( 4 cos 2 3)~. 


故 


^ L 7 


a 2 cos z eU cos 2 0-3) 2 dd = 


l： 


(16cos 6 ^— 24cos 1 ^4 - 9cos ? ^)d^ 


- f )= 

【3990】 ( x 2 + y 2 ) 2 = Sa 2 xy ; ( j — 十 （： y-a>:<a 2 (a>0). 

解将方程化为极坐标方程，得（双 纽线〉 


r x = Sa 2 r cosOsinO , 即 r =2 a y/sii)2d 
与圆周 （ rcos ^ — “) 2 + ( rsin 沒一 fl ) 2 = u 2 ，即 r = a ( cosd ^ sind ) d:a v / sin 2^. 

显然，两条曲线关于射线 (?= +是对称的.令 


解得交点的极角沒 


2a y/s\t\20 =a( cos^-r sin0) — a ^\r\26 , 

.于是，所求的面枳为 


S = f [ rdrdd = { { (2 a \/ sin 2 沒” 一 [ a ( cos ^ 十 sin ^> — a -/sinlOy J dO 

=i 


i -4 


[2 u ? sin 2^+ 2 a 2 ( sin ^+ co ^ O ) v / sm 2^ — a ? ld 6. 


注 S : 到 （ siM + cos 们 v / sin 2^ d ^= -~( sin ^— cos ^?) v ^ sm 2^+~ arcsin ( sin ^— cos ^)*. 即扮 


S = a 2 l — cos 2 t ?+ ( sin 0 — cos ^) %/ sin 2 沒十 arcsin ( sin ^ — cosO ) 一 0 • 


+一 it 


十 ¥+ 

,： ( y + arcsinJ T ^) - 

) 利用三角恆等式 

M 



yrr 




響 

T 


=， 2 (^ + arcsin4 I -| i 


T 


vsin 2 jsiar = 


2 tanj 


) 


) y ^7 

CMHTErPHPOBAHHE <pyHKUMM 》 第五章 S 15. 
nn 事实上，我们有 

1 \ _3 yrr , 5 /rr_ yu 

TJ = ~32 _ + _ 32 


化为二項微分式的枳分，参看 A . < P . 
* » ) 容易征明： arcsin — 二 


+ CS in 孕 


T 


arcsin 


根据以下公式引入广义极坐标『和 

x = arcos m (p f 


y — brsin a (p (r^O) f 


其中《,6和 0 为以适当的方法选出的常数，且考虑到，求由下列曲线 
所围的面积(假定参数是正 的）： 


13991] 


a 


k • 
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解不失一般性 * 设々> 0 ，/?> 0 •令1 = “厂(： 059 ，>^ = 6以出9>，则方程化为 

a . b . 


sin 史 . 


由于•故有 


十 cos 妒 + — sin^^O 


因此，汽先必须一同时•应有 cosy >> 0 且 tan ^5> — g 或者 cosy ?< 0 且 tan ^>< — — . 


从而•极角 p 应满足不等式 一 arctan f <^>< 7r — 

ah 


ok 

bh 


. 于是，曲线所围的面积为 


S = 


其中 a ..- 


\ brdr 6 if 
uk 


S 


—iirnan^ 

从而•我们冇 

If \ f y+oo 一 


C^^ iun iX ( a . b . 、 2 」 _ “ 厶/“ 2 丄 V \ f ， 

J( t co ^ + r s,n ^) d 》 = t (v f ) J - 




Mn S • ， 


"2 


• (<p + Qo ) d ( p * 


= f ( t+f )[¥—+ sin 2 ( 炉、 

【3992】 

解令 s ^ arco ^ p . ycArsinp 則方程化为 




备十杳 1 j = ° •广 0 • 


if ) c ° s ^ + ( s * n v 


于®•曲线所围的面积为 


S= Jj abrdr(\0=^Y | 〆 ( *^ = | 


f {f) cosV-f (y) sin>+2(|~) (|~) cos 2 —n 2 9 


( cos > 十 sirv ' p) 2 

•， 

报柅 M . M . 泔 H 5 fc 、 W . C . 格拉德什坦编若的《函 数表与 积分: * U 2. 125、2. 126 知： 


dip . 


从 ifn • 


又 


从而 


1 (cosV+^inV)^ ’ I (14-t 1 an , 9 ：) d(lany3> 

|[y ,n 


3(1 十 tan V 


( tar ^+1) •’ 
n 2 <p— larup^r 1 


-f >/3 arctan 


2 tang ) 

73 


abtT ( j -) ，C0S > 

2 Ji. (cos j ^+sin 3 f)• ^ 

，斧 ) ， { snf ^ + I [|ln J ^；, + 万一 n ^]}|； 


= f(f)'- 2 -#(f^f)=gf(f) S ? 


sin 1 < pd<fi = 

s 3 9)+sin 95) 2 J 


X 

■ ^― 


_ ^ 2 ( tan 1 <p 

3(1+ tan ^) 3 j 2 
oh Cl ( f ) sin > , 

2 J 0 ( cos 、+ sin >) ? ^° 

=^(±\' I —_^__ 

2 \ k f 、 3(1 + 咖 >) 3 9 L 2 


(TT.rnV 7 ^ = Sd+Tan^) _ 11 TT^ d(Un ^ 

in ■ ^ r - ^^ -- -73 arctan 

tan 9 ? 一 tanp 十丨 ^3 

■ 


+ C , 


" 4 -ln - ( ■ ”，+ 人)二, ~ V 3 arctan 1 | 

L tan <p— tan^)-t- I ^3 」 J 
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此外.还有 


I 


<pdcp 


(cos 3 y+sin 3 ^) 2 J (1 + tan^ip) 2 


l 


lan^ 


—2 d(tan^)= 


3(1 + tan 3 沪〉 


+ C , 


从而， 


ab 




于是，曲线所围的面积为 

S =^^) ， + ^^)' + f(f) ， (f) ， = f[^(F + F) + SF ； 

【3993】 (f + f )'=^ + f (:>0 •: y >0). 

解解法 1: 

令 ：r —arcosy ， y^^rsin 史，则方程化为 

(f - ) cos V+(f*) sin > 


r 2 


(cosp+sin 妒） 




于 M, 曲线所围的面枳为 S- 


f (f - ) cos 、+( + ) sin > 


(cos^+siny?) 1 


却 . 


注意到 


(cos^4-sTn^) 4C，?，= 1 (H-tan^) 4d(lan ^ )_ 3(l+tan9?) 3 — C 

nf^ d(lan ^ )= I 


(tana? — 


(1-f lan^) 1 


d(tan^) 


= J (14-tU) ?d< ta 呷卜 2 J U 二 〆 —〉 + 10+tU> ，d<，anS0> 


1 + tany <l + tan 妒 ) 2 
于是，所求的曲枳为 


(1 +tan 穸〉 


7 +c, 




3( 1 十 tan^?) 3 




f ( f ) 1 


1 十 tan 史 (1 十 tanp) : 3(1 + tan^) 


=f (㈣. 

解法 2: 

令 j = Arcosp y = 籽 sinp 则方程化为 


(+COS93 十 |~sin，) 


.f a 2 b l 

4 L ⑽ 2 +( 


r 


) 2 + ( 是 a) 2 」 siY (<p ^a) 


专） 


hb 


其中 tana = ^. 于是，曲线所围的面积为 

\^hkrdrd<p^ hka * b ’ 


s = 


l(hb) 2j h(ka) z J 


I 


dcp 


， sin J (y?+a) 


hka % b A 


cos(9‘a) 


cos ( 妒 一 a> 一丨 f • 


[(/iA) 2 十 （々 d> 2 ] 2 L 6 sin(^ + a) 3 sin(^+a) - 

= 「 T ^ la [ l ( 謊 + 謊) + 如— 


hka % b % 


l(hb) 2 + (ka) 2 y 6 


L [( A 6 ) 2 +( 々 “> 2 ] 3 ^ > = / £1 , \ 

6" OMa? 一了 IF P" r 


31 


^ ) 利用 2012 題的结果 . 


hb . ka 

^ tana= _^ ：c0ta= _ t 


(hby + (ka) 1 


cosa: 


(hby^ikar 


[39941 (予 + 予 )’= 吾-妄 U>0.y>0). 

解令 _r = “ rcos9 , •则方程化为 

(|-) 2 cos->-(y )*8^9 


(cos 沪 + sin^) ; 


由于 


(f~) cosV-(J-) (~) 


注怠到可知极角的变化区间为 0 < 史 <• 


ak 

bh 9 


于是，注意利用上题中两个不定积分的结果•即得曲线所围的面积为 

=1—r" <*r d -f(f) 2 J ： 

_ = ab/t L \ 1 V_ 1 ] I •，⑽ 兹 _cid(±) 2 [ 318^ ^3131^4-11| 一兹 

~ T \ T ) [ 3(l + tanp ) 3 」 | 0 m L 3(l + tan9>) 3 」| 0 

_ zA — + 1 "| + £^( A / 3 ( 沉） +3(沉)+ 1 

山） [(1+ 釕 j 山 ) «) 


(cos^+sin^) 


] ir " 


m 


玆 ) 




= f (斧) 


(aky^3(ak) 2 bh + 3ak(bh) 
(ak + bhy 


1+ f ( 打 (ak-tbiy 


elMJihy (aY+3“-+2 叫卜 d 織 ) . 


【 3995 】 


7 ? + vT =h x=0, 尸 0 . 


提示 作变换 •rsarcos、，y = 6rsin 、 •則 方移 •化为 


0<9 《爷 ) • 


解令 s = arcos s <p, 夕= 6以以9>•则方程化为 




于足，曲线所围的面积为 


S — JJ Sabrcos 7 ^sin 7 tp<\<p= \ab J' cos : (psin 7 <pd<p= \ab | u 1 (\ — u l > 3 dw 

s 

= 4aft| (w r — 3 m°4-3m" — u ,3 )dti = 4«^(-|- —^ + —-^ ) =|^. 


进行适当的变置代换，求下列曲线所围的 面积： 



解作变换 ty =“， 2-^，则 且有 

JT 乙 X) 

于是，所求的面积为 s = y \^ du f v = T aMn2 - 


I3998J y 2 —2px,y z =2qx,x 2 =2ry,x 2 = 2sy(0<p<qi0<r<s). 


提示作变換 




、則 2/>< w <2 9 ,2;< T <2 S •且有 |门=+. 


解作变换< = d = v ，则2/ … 2«2 s , 且有|门=+. 

^ y ^ 


于是，所求的面积为 


s= iZ du \l 6v ^i (q ~ pHs ~ r) ' 


【 3999 】 VF + Vf = K Vf + Vf =2 'f = f * 4 / = 6- U>0 * 6>0) 
提示作变換 V ? 十 Vf = m , 丄=似，即 


(V? + i ) 2 


则 1«2, ■，且有 


商 . 


解作变换=«， f = 


(V? + i) (V? + i) 


则 1<«<2, 吉《音，且有 


1/1 = 


痴 . 


于是•所求的而积为 


f 2^d. \ f ― ^ _2atd^- 

1 k (^) 2 4 (- i ) 

• 一 

15 a —— ! ~ j--p - A —— r dt =\ 5 a ( 

^ (Vi-) 


-M 7 4 - 


7b 376\ ,65q6 
72 648^ T08" 


作代換 v = at 2 . 


【 4 «00】 f + 4=1，其中 A 取下列各值： 


T c • T 


c 2 (x>0,y>0) - 


解方程 t +^ j=i 可变为 ^- c ^+ y + c ^ A +^ x ^ o . 
将 A 作为未知貴解方程，不妨记方程的两个解为 A 及 / i ， 则 



今设按上式作变最代换，将 （ x ，： y) 变为 （ A ，//). 易知 


D(A 

DU 


1^1 = 
A) 


2 -u)U-c 4 
A — 户 


从而， 


于是•所求的面积为 


P(u) _ 1 _ 

D ( 入， /x) P(A t/i) 4 
DU.y) 


A 一 


^Kl 


S = 


j dxd > , = JJ 


fcl 






dud 


•Judu fi _ c^_ fT du j*T -/vdy 

yju — 1 J T 7v( 1 — V) 4 J + y/uZu—T) J T yT--U 


(M—1) J+ VY--V 


由于 





— = 21 g ^g. 

1-41 


dv 

r v(\-v) 


f 香 ^ 

h yr=^ 


故最后得 


= T[(4^l+ ig ^^f )( 2arcsin VI— 2arcsin VT) 

• (arcsin^-arcsin^/f) 

■ 


\/S ^y/2 


= 4 ( ^ - 


2)arcsin 


T- 


[4001] 求楠圆 （ fli ： r +6 i y+f| ) 2 4 - (a 2 >r+6 z ：y + c 2 ) z *=1 ( 其中 $=a 、 b t —a 2 b 、 尹 0) 的面积. 

提示 作变換 j 4-6,^ + f | = u , “ 2> r +6 z < y + f 2 ** t /， 則椭 W 所围区城变为且有 U | = 

解 作变换 Ai +6 l ： y + q = “，心心: y + c 2 = w 则椭圃所闬区域变为 u 2 4 V < l,E 冇 Ul =^ 


于是，所求的曲枳为 


[40021 求椭岡 


S== W\ JJ 


ch : w + sh 2 u 


dtidv 2 


m- 


i* —V‘<1 


U\ tU2 ) 


和双曲线 


iv=V\ .V2 ) (0<w, <U 2 ： 0<V| <v? ;x>0f^>0) 


所围的面积 . 

提示作变换 x = cchucosv 9 y—cshusim/f 則有丨 / = \ c 2 ch 2 u — c 2 cos 2 v|. 
解作变换 •rsfchwcosv ， _y=csh“sinv ， 则有 /| = l^ch 2 w —c z cos z v|. 
因为 C h 2 W >l> C OS 2 l ；， 故所求的面积为 


S = 


U :: (仏- 


v)dwdi/ 


==c 2 [(v 2 -v, ) I 


4 l+ch2“ 


du—(u z 


一 W : 


vdv^ 


c 2 

丁 [( 巧一取 i) (sh 2«2 一 sh2« 】 )—(u 2 — W] )(sia 2 t ；2 — sin2i；i)]. 


【 4003 】求平面 : r+y+z=6 与曲面 i 2 +y 十 z 2 —«r ： y — 
解为简化平面和曲面的方程，作变最代换 


~^ = a 2 相截所得截断面之面积 . 


1 1 / 1 2 , 1 / 1 ^ 1 j. 1 

= 瓦 _ 瓦 ’ y z = 7 f x + Jf y ^ 
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这是一个正交变换 • 故 o/ ： /〆 成为一新的直角坐标系 . 在新的坐标系下，平面方程为 




7 T 


由于 




y - 




V2 n 


故有 


+ y 2 ^bz 2 —xy — xz — yz=—[ m Cx — y ) 2 + (y~z ) 2 +(z~x) 


从而，曲面方程变为 


= 于是，所求的面积为 


S- 


= JJ di’dy = 音死 “ 2 . 

[40041 求平面 z=〗一2(i+：y ) 与曲面+ + 士 + + =0相截所得截断曲之面积. 

解平面被曲面所®部分记为 S •它在平面上的投影£为 D . 由于平面2=丨一2(1十30的法线之 
方向余弦为 cosa = cos #="^ cosy = + •故 D = Scosy =+ S •从而 ，S = 3 D ， 显然 D 为 Oxy 乎曲•上由曲线 


.V l~2(x+y) 


0 ( 也即 2/+2y+3o-i — j = 0) 所闹的区域 • 作变 M 代换 


x=u^v 


++， 


^—11—1;+ — . 




于是且曲线 2 x 2 +2 y +3 u — I 一 V 0 变为 7 n 2 + t / — f = 0,这是一个椭圆（在 ⑽平面 


D( 

上） . 从而，即得 


D— dxdy= 


J Audvx 2 ^ T ){ jf ) = uf ' 


“• 2 、， r 2 <l 


由此, 嫌后得 


S=3D= 


67T 

uf 9 


§3. 体积的计算法 


如囹 8.38 所示，设柱体顶面位于连续曲曲 2 =/& ， 3^ 底面位于平面 2 = 0, 侧曲垂 /£ 于底面，&底而在 
平曲 0_r ： y 上所占区域 /2 是可求积的，则.柱体的体积笄于 

V— JJ f(x,y)dxdy. 



图 8.38 


图 8. 39 
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【 4 00S 】 试绘出一物体.其体积等于积分 

V = | dx J ( j 3 +y )dy. 

解枳分域为三角形 

柱体上顶为旋转拋物 面2 = / 十 /. 物体的形状如图 8. 39所示. 

【 4006 】 绘出下列二重积分所表示的 体积： 

⑴ [(*r + jy)fLrd 夕； (2) 『 aJ 1 — 十—誓 d_rd ： y ; (3) | (j z +/ )fLrdy ； 



HfJ 8.40 图 8.41 


(2) 积分域为椭圆 f + 即立体的底面，顶面为椭球面 2 = V ^49 <a 8 . 41) . 

(3) 积分域为由 H 线 又 +7= 丨 ^ + 3^= 丨 ，1 一 : y=l •: y — 围成的正方形.柱体的顶面为旋转拋物面 

r = x 2 + v 2 . ffl 8.42 仅 ® 了第一卦限部分的体积. 



图 8. 42 图 8. 43 


(4) 积分域为圆 (_ r 一 + .柱体的顶面为圆锥面 2 = v /? T 7( 图 8.43). 

(5> 积分域为梯形柱体的顶面为双曲抛物面 z=^；(m 8.44). 
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图 8. 44 图 8.45 


(6) 积分域为脚 x 2 + y < l .即立体的底面，顶面是由正弦曲线 z = simrr 绕 Or 轴旋转一周而得的旋转 
曲面（图 8. 45). 

求下列曲面所围区域的 体积： 


【4007】 z =\ -f z = 0, x + y =\ tx = 0,> = 0. 

解 v = n (i+:+y)6= J: (j-i-y) 办 =+• 

【4008】 jc^y+z — u, x 2 ^y 2 —R^, x = 0 f y = 0, z = 0 (a^RV2). 


解 V = r d .7 •广 2 ’ Z (a-T-y)dy= T [( a - x ) >/ R 2 - r z 



y/R l -X 2 + 


【4009】 


解卜 JX : < j * 2 〜〉一黑. 

[4010J j=cosjcos.y .2 = 0,1 j + ^Xy • I *r—_y | 

提示注意函教 z = costcos ^ 的图像关于 Oyz 乎面对称•而枳分域关于 Oy 轴对称. 

解 W 闲数 2 = C os * rcos：y 的阁像关于 Oy 平而对称•而积分域（阁 8. 46) 关于 0 _y 袖对称，故所求的体 


枳为 


V =2 I ' dx | 2 ^ cos . rcos _ yd.y = 4 J 7 cos 2 jdr —i (令 + : 、〒 r J | ? 
【4011】 z = sin |^. z = 0, y = T , y =0. s = n . 

解 V= \l 6jr \l Sin ^ = Tfo j-d-r^n. 

【4012】 z= xy% jr + y+z=l ， z—0. 

提示注意所求的体积 V 由两部分 组成： 




x'v = 


Vi ： 0«1, 0^^ 


1+j 


j\y. 


图 8. 46 


V 2 : 0«1 ， <y< 】一 J ， 2= 1 
解体积 v 由两部分 组成： 

V \ : 0«1， z = xy . 


V > s 1 ^ 
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它们在 Oxy 平面上的投影域 A 及仏如图 8 . 47 所示 . 于是，所求的体积为 
V = V ,+ V 2 


= J* xdx J' w J cb* J 卜 ：（1 — x — y)d,y= ( —-^ + 4ln2 ) ( 警 一 6ln2 ) = —21n2. 



图 8.47 

变换成极坐标，求下列曲面所围区域的体积： 


【 4013 】 z 2 —xy 9 : r 2 十 

提示注意对称性，令 jr = rcosp,：y = r S ir ^ •并利用 3856 題的结果 . 
解因为故所求的体枳为 


V 


Vxy da , d>^=4 J dr |' v^cos^sinyjr 2 dy 3 =-|-a 3 J ? cosi ^>sin7 ^d< 




* ) 利用 3856 題的结果 . 

【 4014 】 z = jr^ry^ (r 2 +y 2 ) 2 =2xyfZ = 0(x>Oty>0). 

提示 令 x=rcosy)f 3f=rsin 史 •并利用 3856 題的 结果 . 

解令 j=rcos 史， ： y=rsin9 >， 则方程 （: r 2 +y 2 > 2 = 2x\y 及 z=:r + ：y 变为 

r 2 = 2sin^cos^= 3\n2<p 及 z= rC cos^+ sin^). 

于是，所求的体积为 


V 


=J + J’ d? 3 ]" r 2 (COS 95 + sin^)dr= J 2 (sinf ^>cosT (p-\- cost 

n 

_ 2 V 2 / 5 7 \°_ 2>/2 r(|)r(l) 

.272 T ' ■f- r ( + ) r (手） 

T* W f T > = ~3 r( 3 ) =_ 3 2 ! 





利用 3856 題的结果 . 


【 4015 】 z = x z +y 2 1 j 2 +y =Xt x 2 +y 2 =2x, z = 0. 

解令 x = rcos<p, y=rsiny •则方程 r 2 y 2 =j-, j 2 +y = 2 a •及 z = x z y z 变为 

r=cos<pf r— Zcos<p & z= r 2 . 

于是，所求的体积为 


V = 


f 


+ y z )dj ： dy= 


JW: 


3 dr= 


I T ( 16cos 4 妒 -cos 4 屮 ) 却=导 I / cos 4 (pd<p 
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T T 2 32"* 

【 4016 】 j： 2 y 2 z 2 = u 2 . x z I J ： ( a 〉0). 

解只需计算由下列曲面所围区域的 体积： 

j- 2 +y 4-z 2 =a* , + I j|. 

若引用极坐标，则 r 2 ~ hz 2 = a 2 , /‘ ulrco 呼 I ,其体积为 

V^! —8 JJ Va 2 — (j 2 + y 2 ) drd 夕 = 8 [ T d^; J ^ 


y/cr — r dr = - 




II ： 


<fl 2 -r)T 


dy> 


= ^ j - j 2 (1 一 sin 1 沪) #= 


4 tw 3 16 ci j 


丁是， 所求的体积为 




【4017】 


+ «y 2 ~az = 0 


16 a 3 \ _ 16 u J 
丁 / ~9~ 

+ y 2 ) 2 =a 2 (x 2 -y 2 ).z = 0 Ca>0). 


解若引用极坐标•则有 


= a 2 cos2<p ( a > 0 ). 


于是，利用对称性知•所求的体枳为 

V =4 JJ -^-( x 2 +y ) dj - dy ; =4 J ' d<p f 

n 

【 4018 】 Z - e - u2 ^ 2 \ z = 0 . x 2 +y 

解利用对称性， w 所求的体枳为 


Jco%2f 


rdr = a , | 4 cos 2 2^ d ^= 


TUT 


V = 4 JJ e ~ <,Z ' v， y drd >» = 4 |' dy J c ' rdr = 


ir ( l—e 


[4019] z = ccos 


y/x^ 


2a 


• t 2 -\- y 2 = a 2 . y = rUina . 夕= Jtan 沒 （ a >0. f >0.0< a </3<27 T ). 


解所求的体积为 

V = II f cos —^ 


4 a 2 nr " 

7 cos 5 

■ 


〜 -d^= \[ ^\\ <rcos |Tdr=r(^-a)[?fsin^ 

【 4020 】 z = x z +y • z = .r 十义 

揋示注意两曲面的交线在 Qr ： y 平面上的投影城的 a 线为 M 

•r 2 +y=x + ^ (1 一 + ) ? +(>- + ) ? = +. 

敁令 *r= + + rcosp，>•= ~ + rsin ^. 則曲面方枉化为 

2 ： =〆 +-^- + r(cos^+sm 9 >) 及 z= 1 十 Kcosp 十 sinp) (0^^>^27t, 0^r^-J=). 

解立体的投影域的围线为/+：/=广^或卜一+/ +卜一+ / = +.若引用代换文=+ +代 0 呼 
3» = "|~ + rsiny ? •则有 

z=r+ + + r(cos^+sin 穿）， 2 = 1 +r(cos^+sin^> (0<^^2 兀， 0^ ： r^~z). 

^ v2 

于是，所求的体积为 

rr 


V = 


Kx + y)-U 2 ^y)^dTdy 




=Wf j 
= JTMf (+—) rdi 


[1 + r ( cos<p+ sirup) :— [〆+ 了 + r( COS9+ sin^) 


rdr 


T- 


求下列曲面所围区域的体积（假定参数是正的） 


【 4021 】令 + 


+ 4 = 


u>0) - 


提示注意两曲面的交线在 Oxy 乎面上的投影城的围线为椭圓 + ••故令 x = urco$<p. y 


Arsing?， 则曲面方程化为 


=c -/\ — r 及 z=cr (0^<p^2n— ). 


解两曲面的交线在 Or) 平面上的投影为楠圆 ^r + |f = 了 • 令 x = arcos<p, y 二 6rsin<p ， 则方程化为 


z=c y/1 — r 2 及 z=cr (0^<p^2n,0^r^-p). 


于是，曲面所围区域的体枳为 


V= JI 心 d” 肋 r(r v/i^T ■- (r)dr 


abc 




y/l—r 2 —r 2 )dr— 


~Y abc 1! 


〆+( 】一 〆）+ 


7f 


d<p 


nabc、2 — \pl、. 


140221 




提示令 ： r = arcos 9)， •则曲面方枉化为 


2= 土 r vl + r (0^9>^2nt0^r^l). 
解若令 《r = flrcos9 ， ^y^^rsinp ， 则曲面方程化为 


2= 土 f v 1 + 〆 (0^^>^2nt0^r^l). 


于足，曲面所闱区域的体积为 
V = U 


c 」 1 + S + 裘 djd,y= J t\<p J 2abcr \/l + 〆 dr=2a/x ^ d J r \/l +〆 dr 


= ^abc(2^/2-\). 


[4023] 


+ . 






b 9 


提示注意立体在 Ory 平面上的投影城的围线为檷圓 

或 （+_+) 

V4 w V4 m 

故令 f + rcos 史， •^== + + rsin95, 則曲面方程化为 


(f ~ t ) = t 


= c^-|- + r(cos^+sin^) + r 2 J (0^,<p^2n 


解立体在 ary 平面上的投影域的围线为椭圆 = 


，即 (+ 一 +) 、6一 +) 2 = 
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杏令十 = f + f = f + rsin 9, 则曲面方程化为 


-f-r(COS 95 + sin^?) +〆 ] (0^(p^ ： 2n»0^r^ ; -j='). 


尸是.曲面所围区域的体枳为 


V - 


7 i) ? (f I) 2 


( ^7 十会 5 " ) dr (!>• = £// 凡丨 dp | 万 r [-^- + r ( cos9 ?+ sin ^>) + 〆 dr 


= ah( \l [i + + ' d9 >= abc 

【 4024 】 (J+^)' +f- = ^ = = 0. 

提示令 j — arcosp ， y ^^ rsin 史•則曲面方枝化为 

z = c ( 1- r 1 ) (0<史<2穴.0<广<1 )• 

解若令 J = « rcostp . y = /， rsinp •则曲面方程化为 

z = c (\ — r ) <0< y ><：2» r .0< r < l ). 

TM •曲面所围区域的体积为 


v = 


I 一 O 十蒼） " jd . rd . v 3 j * dfj ahcr{\ — r* ) dr ! 


【 402S 】 (f^f) 


0. >=0 t z = Q . 


掸示计算位于第一扑限（即•夕 >0. 2 > 0 〉部分的体积•令 .r - arcos J < p . y = brain ' < p . 則曲面方权 


化为 


=*f v/l —r •O^r^l 


解下谢计界位于第一卦限部分的体枳.令 *r = 


9> tArsing •則曲面方程化为 


=r \/1 一 r >• 


n 曲面所围区域的体枳为 


V = — (—4--^-) dxd.v= | 2 d^>| abcsin2(p s/\ — r rdr 

= aAr( J sin2y)d^j ( [ r >/ {—r 2 dr) = ^. 

14026 】 + 卜 . (S^) ! =^-f 

解令 x = arcosy?t .v = Arsing ?， _ 方程化为 

r= 士 f \/l — r 2 • r 2 = cos 2 ip— sin* (p~ cos2y 

(\n r =cos 2 P > 0 . 故一子<穿< 于 . 于是，利用对称性知.曲面所闱区域的体积为 

V =8f |]* — tLrd_y=8a6f | f ☆ v/l — 〆 rdrd<p 


' |d-^ 

O U 


^ (p) d(p= ( (p+-/E COS^—y- 


Sabc J * 


=亨( 子 + + _爭)=手 (371 十 20 — 16 仇 
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[40271 ^ = xy , x-f-jy —a. .r 十 6 (0<a<6). 

解由于 2= ± v /^7, 又所界立体在 Oxy 平面上的投影域由直线1+>»=心 ： r + ：y = A ， j * = 0 及^ = 0 
围成.利用对称性知，曲面所围区域的体积为 

W : 

= y J U [ >A(/，-!) 3 - v/a-(a-x)' ]dj-+y |* Ax 

—1 {b —x) y/x(b — j) dx — j- J (a —j) —J) dx. 

令 ,r = />sin 2 / •吋得 . 

J U)— X 、 \/x(b— x) dj = 26 , J 2 cos' /sin ? rd/ 

= 2A， (^ COS ，， d ，_ lo f cos 6 rd /) = 2 fc * )f - Te > 

同理，有 (a — x ) Vxia — x ) dr = • 

于是•所求的体积为 v = y ( i ?~ T ^) = f 5 (63 ~ a5) - 



V =2 J -/xy d.rdjy = 2 (J dj J y/xy d >»+ 


【 4028 】 z = x 2 +y siy — ar * ry = 2 a '' * y = , y = 2jt ^ z ^ O . 

提示注意曲面所围区域的立体在 Gjw 平面上的投影城由曲残了 y = xy = 2 a 2 及直线： ： y = 

2 x 围成，故令 ary — ua 2 ， 31 -= v > r ， 则积分城变为长方形域 

1< m ^2, 且 1/1=1^， j 2 +y = fl 2 (■^■ + “ v ). 

再利用对称性 . 

解曲面所界的立体在 Ox ： y 平向上的投影域 D 山曲线 1 》=。， Jy ^ la z 和 fl 线 ， 3^=21削成. 

利用对称性知，曲面所阑区域的体积为 V = 2 j | zdxd y =2 [I ( x 2 + y 2 ) dsdy . 

n n 

作变 M 代换 AV = mi 2 •: y = w ••则积分域变为长方形域且 UI =|^， z = x 2 +y = 


+ mxO . 


i •足，所求的体积为 


V = 


+ _y z )(1_».<1夕= 2 j]* a (-^- + Mt/)^dttdv=ci , J J f ( 1 + ^ ) dv= -|^1 4 


【 4029 】 z = xy^ x 2 — y^ 2 =2y 9 y 2 — y 2 


0. 


提示仿 4028 題，令 x = uy , : y = tAr z , 則枳分城刃变为正方形城 ++ < v < l ， 且丨 / 丨 = 


3 



解曲 曲所围 区域的 立体在 Ory 平 曲上的投影域 D 由曲线/ = 2：y ， 父=了及^= 2 ^围成.我 

们有 


作变 M 代换 
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— uy 1 , y=vjr t 或 j = 


: V: 


则积分域变为正方形域 f •且丨 /|= j 


. 于是，曲面所围区域的体积为 


JT' r 3 rC ， ' rd ' y= ： "i" I* I 1 u v ldwd7;= + (J: M du)= 


1 9 3 

—參 ^ -— 

3 \ 4 


【4030】 z=csin • z=0,xy=a 2 ,y = ax, y=px (0<a<^;-r>0). 

解曲面所界的立体在 ( Trjy 平面上的投影域由曲线_0；=^ 2 和直线 ^ = a - r . >* = ^r G >0) 围成.于 
是，曲面所围区域的体枳为 

|j* zdrd_y=c JJ sin ^^drd_y. 

作变 M 代换 x — arcos<p, •则⑴ =a z r. 于是 • 

V = JJ zdxdy=c^ sin ^da：(\y = a 2 c 广一 J 〜 sinUf’sin ^coa<p) rdrdtp 


n 

a 

7t 


£ [•— 

J arcuns 


Sin 史 COS 炉 r 7T 丫 •,<«•_ 


A 


— In 
k a 


I4031J z = xT +y7 , z = 0, x^y=l. ar — 0 t y = 0. 

解曲面所界的立体在 ary 平面上的投影域由宵线1 + 7=1,^ = 0,>» = 0闹成. 于是 .曲面所 闹区域 
的体积为 


V 


= j *dxcl 3 » = JJ(x7 +,yT )djcdy= J J" (xT +^7 )djd < y= J j^j-7 (1—j) + -^-(l—.r)T Jdj- 


了， 


一 A (卜 


T 


一 ++ 壺 


8 

35* 


【 4032 】 ) 7 - l . z -0. 

揋示令 > = •則曲面方租化为 

z = f[l — r 2 (cos 〜+ sin 6 妒 )] ， r= 1 (0^9^27Ct0^r^l), 

注意对称性，并利用3856題的结果. 

解令 x^arcos'tp. ^^々 rsir ^, 则方程化为 

z = f[l — r 2 ( cos 6 (p+ sin 6 <p) ] t r— 1 ( 0 < 9 ^ 2ff . 0 < r^l 

于是•利用对称性知，曲面所围区域的 体积力 

V =4 |J zdj - d . y = \ 2ubc [ ? J f 1 — ^ cos 6 ^;+ sin ^ (p) ] rcos ? (ps\ri l (p6rd<p 

n 

= 12a6c( J 7 士 cos 2 —n 2 yd 穸 - J ? (cos 、 +sin 6 y)cos : ysin: ― 沪 ) 


— 6abc ( J ? cos 2 妒 sin 2 <pd(p— |' 

= 6 心 c [ 子 （ 1 -+) 


丄隹 7 • 5 - 3 - 1 
10 8 • 6 • 4 • 2 


ysin ^ <pd(p ) 

f] 


Z^abc ( 1 105 \ 75 . 

= 丁 ( 7 _ 丽 ) = ^^ f . 

【4033】 2 = rarcian -y .z=0, y/x z +y =aarctan ~^iy^0). 

解令 _ r = rcos ^， 乂二以比^则方程化为？^%. •于是•曲面所围区域的体积为 

V=Jf 2 dxd ^=|； J" c<prdrd<p^ \ T q 


n 


128 • 


43 




140341 ^ + ^ + ^ =, *" =0 ^ = ° - - =0 ^>°> 

提示令 r = y = brsin ^ <p > ，則曲面方程化为 


2 = f yr-r 7 (0<r<l). 

在求体枳 V 的过程中•先后令及 sin 2 9 ：=：： •并利用 B 函數的定义及计算 公式. 
解 曲面 方程可表示为 


_(5+ 爹). 

若令 j = y — brs \ n^<p (0<史 < + ) ，则曲所围区域的体积为 


若令，可得 


V = c 1*^1— ^ x ^y = I yi ~r" rdr I cos^—rj^'^dp. 


=[ 。 - 必卜 ㈣ ( 丄 +1 斗仝 士 

L “ ，。 r(i + |) 3 r (|) 


71 —〆 rdr 


令 sin 2 ^=/ 可衍 


J ： 


2^2? 


丨 ¥> 卸-去 df -士 ; B ( 七 • 七 )- 士 ; 


卜(士) 


丁-足.所求的体枳为 




「( + )「( + )「’( + ) 士0 


3 r (|) r (|) 


(I)' 


14035] (f + f) -+ ( 子 x=0 * y =0 - z = 0 (w>0.//i>0). 

提示令 j ^ tircos 2 ?，_y = 6 rsin : 9 

解令. r = cir C0S 、， (0<史< + ) •则曲曲所闱区域的体积为 


V —c - ( -^- 4- -^- ) 6.rdiy=2ah( J ^/l —r"rdr|' cos^sin^dy5 = a/>c V\ — r"rd> 




心 1)0 

以») 


+ 2 /n 


r (去) 「(+) 

r (i+ 4 ) 


§4. 曲面面积的计算法 


曲面由显函数给出的情形光滑曲面 r = H _ r ._ v ) 的面积由以下积分表示 


s= JV i+ (fi) 十 (§) djd > 


其中 D 为该曲面在 Or _ y 平面上的投影. 

2°曲面由参数方程给出的情形若曲面是由参数方程给 出的： 

J = x(u%v) . y=y(u^v) ♦ z=z(u 9 v) 
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其屮（心为封 闭珂求 枳的有限区域•且函数 i ，： y 和 : r 4区域 X 2 内连续可微，则对于曲面的面枳有 
公式 


其中 


S= 


J y/EG — F z di/di；, 


>( 訂+ (打«，&(訂+© 2 +(完广 



C h —. 

<*u 3 v Du Ov 0 


【4036】求曲面 a = 包含在圆柱 /+ y = di 2 内那部分的面积. 
解 所求的面积为 


s= JT v i + ( f ) +( f ) dxdy= i ! vdxd ^ 

八〜 2 人 〜 2 

y/a^-f~CP~-f~yJ dxdy= |' dtp J r y/a ! 4 r~ dr= 1). 

【4037】求以曲面 x 2 + z ; =， 和 y +^^ ii 2 为界的物体的表面积. 

解 如阉 8. 48所；^两曲曲的交线在 Oy 平面上的投影为网 d = 0. 




于足，利用对称性知，所求的曲积为 

S -4 




>/-^t 2 nr^rzr r_ r>/- z » 2 jy 


=i6 fo d2 L - * 




16a 


[ , — g ? dz = 

J ❶ n /“ ： 一 〆 


16a 2 . 


【4038】求球面 /+ y + z 2 = V 包含在柱面 4 + ^=1 内那部分的面积. 


解齿为 V ^( rP ^( rp 2 = V 1+ 7 + S = V ^ 


+ z 2 


y « 2 - x 2 - 


又积分域 ^r + | r < l 位于第一象限部分为 


^ • 0^3^ _ y / a 1 _ x l 


于是，利用对称性知，所求的面积为 


S = 


: -1： 




vV - p-y 

【4039】求曲面/ =心）被平面 j + j = ! • 


I ； 


= 8^ arcsin" 


Va z - x z 
= 0, : y = 0 所截部分的面积. 


= 8a : 
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解因为 




+ y +: 2 

z 2 



+ 2 xy 




:丄 I±y 
>/2 y/jy 


于是，所求的面积为 

2 


S = 


wr 


• r 十 


±dy 


=|J: 


：2 yx ( l - j ) H -- ^(\- x ) VY - x ]6 j : 


^ ： ^2 Jo - 3^ 

=72 {； 2/ r ^! 編 d : U : v ^7( H -2,) d (^) 

=¥ l ；^ r ( i + 2 ^ d -¥( f + f )=* 

[4040] 求曲面在圆柱 > r 2 +y = ± cu •内那部分的面积（维维亚尼问 题）. 
解只须求出球而被脚柱而割出部分的面积.因为 


/i+(gv+(gWi+i + 卜 


y/a l —X 1 


丁•是•利用对称性知•割出部分的面积为 

s=8 jf ^ f =?= f d ^- 8 i f d ，r ^7 一…(号 - o 


于是，所求的面积为 

ruui 】 求曲面 


iA = 47 Tfl 2 — s =4 rrfl 2 — 8 a : •一 1 ) = 8 a 2 . 


-包含在阒柱 r 2 +y =2 x 内那部分的曲积. 


解 注意到 V l + ( B ) 2+ ( S ) z * v 1+ ( 




( 




V 2 • 


又枳分域 为：一 • 0< r <2 co 呼.于足，所求的曲枳为 


S= J -J2 djd,y= J^ j" v^rdr=2V?J' cos 2 tpd<f=-/2 k. 
[4042] 求曲面 z = v / x 2 =7" 包含在柱面 (/+ W=V (/— y ) 内那部分的 面积. 


解注意到 v ^) v ( g ) ?= V ,+ (-^7) + (^ 

又积分域由双纽线 〆 围成.于是•利用对称性知•所求的面积为 

>/2 -r , , ff , rcos<o 


T _ VZs 


V 




* s = Jy#=? d ^f ： d 4 ； 


dr =2>/2 J 1 a 7 coatp >/ cos 2^ dy > 


v / r z — y 2 " Jo * Jo r >/ cos 2 穸 

"2« - J ' — 2 sin ? ^> d (>/2 sin ^) - 2“ ? — 2 sin 2 y H ~ ^- arc 3 in (>/2 siny ) J | 

【4043】求曲面2 ：=+(/— y ) 被平面 I 一: y =± l，j + y =± l 所截郎分的面积. 


解因为 v ^+( 芸） z + ( J ) z = w 十 〆 +/ .故所求的面枳为 

S= jj yi+j 2 +y dxdy, 
a 

其中 D 为由直线7=士1. ^+>=±1 围成的正方形域.为便于计算，作变换 








从而积分域变为由方程 • 1^=± Y 围成的正方形，且 J ==1 . 于是，注意利用对称性，即得所求的面 
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\{\^r2u z )l ： +2 F [ln( yi+2ir’+“>-ln( /f+2?- w )]d( w +^ ) 


=1 #-1 + ^ 3 -]? 4 (“十¥) 


yi +2^ (i + 


= 乎一音 


T d(l + 2w 2 )_»y2 2 ^772,, 
TW 7lW = "3'"3- "^ 1113 " 


U ； 


r+S ，- 
? T\ dt 


* ) 作代换 l + 2w 2 =〆. 

14044] 求曲面 W+y =2 a r 包含在柱面内那部分的面 

解注意到 V 1 十(努)、(普丫 = V ^( f *) +(^^士 y “ z +(/+ 〆 > • 


又积分域由双纽线成.于足•利用对称性•即得所求的面积为 
S = JJ 士 y / a 1 + ) didy » 4 J 4 d^J * 士 Va 2 +r rdr 


=去 J 丨 fa J (l+sin2^)T — a 1 ]d^=^-J'( 


故桢后得 


J ' ( \-\-sin2tp) i d^= I ' Cl-^cos2(-^- — 9 ； )D^ d^=2>/2 [' cos J (子一 ) dy 
2>/2 J 4 co5 l /d/ = 2y2 (sin/ —) | = 音， 

• —- —= —(20-3 n ). 
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[40451 求曲面 /+y =/ 被平面1+：^=0.^■ — z =0 (1>0.>0>0〉所截部分的面积. 


解因为 


^ 17 ^ 17 = 7 ^=* 


于是，所求的曲积为 S = IT 7 a dxdz = r da - / ^ ? dz = 「 —^=dx = 2u \ 

^ Va l — x 2 J - >/ a 2 - i 2 s / a l — x 2 

【 4 046】求以曲面和 i + jy+zsZci ( a >0> 为界的物体的表面积和体积. 

解曲面的交线在0^^平面上的投影为 

3x 2 -\- 3y = i2a - x - y ) 2 , 

即 x 2 + > 2 - xy + ZaLr + y ) = 2a \ 

令 : r = + •则方程变为 厂 € " +7^7 = 1. 

V 2 4l (2>/3 a ) 2 <2 a )- 

由此可见.曲面所界的物体在 ar ： y 平面上的投影域为以为短半轴、2力《为长半轴的椭圆. 
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物体的表面积由截 面和® 出的锥面两部分组成.对于;: =2 a _ i _： y , 分别有 


V i+ (g) + (gv=^ v^(fWg) 2 = 2 . 

于是，物体的表面积 S = J] >/3 d . rd ^+ || 2 dxd ^=(73+2) • tt • 2“ • 2 y /3 a = U (3~ h 2^)> 


H = 


~2a 


_2 a 

vf 


又所截圆锥之高为 --, ^ ]2 + , 2 + 1 

(即坐标原点到平面 s + y + z - Za 的距离）.于是，物体的体枳为 

f/ 1 . 2 a 

其中 A 为截岡锥的底 面积： A = [[73(1^=73 • tt • 2 a • 2>/^ = 12抑 2 . 

W 此，所求物体的体枳为 V=y - \2 na l Hiui \ 

【4047】求 球闻在 两条纬线和两条经线之间那邢分的 Ifii 积. 

解题思路球面的参數方栈为 

丄一 Rcos(pco»ip ， i?sin^>cos0f z=*i?sin^i 


其中 K 为球的半径 • >/EC ； — 戸 = 尺 2 ( ： 0 5 0 ，又衿，办也，其中 9 〗及矜为经线的经度，办及办为 
纬线的纬度 . 

解 球曲的参数方程为 Rcos<pcos^, ^= Rsin ^ cos 0, z = Rs\n ( p, 

其中 K 为球的半径.因为 

E •=» (|^) +( 舞 )+( 舞 )— R' sin 2 <pcos z R 2 cos 2 ^cos* R 2 cos* 

C/ = (^) + ( 器 ） + ( 舞） = cos 2 (psin 2 ip-\- R 3 sin 2 ^sin 2 0 + R 2 cos 7 0 = H 2 , 

F = % Y ^%%^% % = Rl sin ^ os ^ os ^ in ^- R z s \ n < pcos < p < m ^ os ^ 0 = 0, 


故 VEG-F 2 =R 2 cos^. 于是，所求的面积为 


S= J . 6(p R l cos^d0= (9?z — 9>i ) (sin^ — sin^»,) R 2 , 


♦I 

其中沪及的为经线的经度•办及必为纬线的纬度. 

【4048】求媒旋面 rcos^t rsin ^% z = h < p 在 0< ir 〈 a 、 0<^><2开那部分的面积 • 
解因为 


b (| f ) 2 + ( g ) 2 +( g ) 2 = 

^ r ,9 y 七 

dr d<p dr dip dr d<p ’ 


G =( f ~ p 2 + ( g ) 2 + ( g ) 2 — 


故 Veg-P = 于是，所求的面积为 

S = I J y/ r 2 +h 7 dr= 27 r[fvV -\-h z +^-ln(r+ y/ r 2 ~\~h z ) J | 


= 7ra y/a 2 +/r +Kh ? In 


u+ y/ a 2 + h z 


【4049】求环面 x = (6+ cicos 0) cos^t y = (6+ acos ^ r ) siny >，^ = asin^r (0< Ca ^6) 

在两条经线9=沪，9=妗和两条纬线4=^， fh 之间那部分的面积.整个环的表面积等于什么？ 
解因为 


£= (裝) + (玆)‘ + (芫)‘ =( 6 +則#) 2 , 




0 z 


d(p 


d<p 


d(p 
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裝 ) 2 +( 盖 )•=& 控+發=。 


dip 




f)(p€)%p d(pci^} c)(pDip 


故 n / EG —戶 =“（ 6 + aco #) •于是，所求的面积为 

S = j 2 6<p I a ( b-\-acosip)dip— a (y>_. — ^ — tp t ) + a(sin^»2 — siny&i )]• 

整个环的表面积为 A = J [ fl (6 十 acos 4) dp =47^£ i 6. 

【4050】 求矩形 ^ = “>0, QKy^b, O^z^c 对坐标原点的立体角 cu •若 
« 很大，推出 w 的近似公式. 

解以原点为球心作单位球•则 o ； 即为该球面含于四面体 O — ABCD 内 
的面积，其中 A « CD 是以为边长的矩形（图 8.49). 
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取球坐标系，由4047 题知： y/EG F 2 = cos 0, 
又 $ 和 4 的变化域为 

b 



O^^^arcsin 






图 8.49 


va 




于&，立体角 



=1： 


=r 治 


d<p J MtM y-Cw, C os0d0= J 一 "w y ~ d r 


fa 




一 一) 


" arcsin l ^ 


sinarcsin 


v 4 


‘卜 


resin 


be 


当 u 很大时，冇 


be 


V ( ci z + r 2 )Ca 2 f 6 Z ) 
be - 




于姑，得 0> 的近似公式 co ^~. 


( 1 ) 


§ 5. 二重积分在力学上的应用 

1°质心若薄板 n 位于平•面 Or ; y 内， Xo ,： y 。 为其质心坐标#一 〆 hjy ) 为其面密度，则 

Jo = 士 J [ f^ d:rd y* > = pydxdy, 

n n 

其中 M ^ JJ ^ dre ^ 为薄板的质 a . 

Q 

若薄板是均质的.则在公式 （ l ) 中应令 p = l . 

2 e 转动惯鬚 / r 和 / y 分别为平面 Or：y 内薄板对坐标轴 Or 和 Oy 的转动慣量，可表示为以下 公式： 

Ii = I y = ^ pj ： z < Lrdy , (2) 

n n 

其中 p=^(x ，： y) 为薄板的面密度 • 

还可研究惯性积 l n = ^pxy dxdy . 

a 

在公式 （2) 中取^=1,我们就得到平面图形的几何转动 慣量. 
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【 4051 】 求边长为 4 /的正方形薄板的质量•设薄板上每一点的面密度与该点到正方形顶点之一的距离 
成正比•且在正方形的中心等于作. 

解取坐标系如图 8.50 所示，则面密度•由于 ^ 


=k 


( f ) 2 +(1 •广 


故々 = &>/?•从而, p 


_ po >/2 


V ^+ y 2 . 


若引用极坐标，即得质 M 


图 8. 50 


M = y/x 2 -f y 2 cb.d>>= j"' d^> r 2 dr+ d^pj ，nf r^dr O ^ 

n L ° 7 J 2 

=，[ J ? U 工念] =^ I :^ 图 8 - 50 

= ^-2y/2 J* yi4-ian*^d(ian^>) 

- JL 

= ■ 2>/2 v/l + tan 2 y + In j tany?+ %/1 十 tan 2 y I [2+V^~ln( 1+y^*)]. 

. J 。 

求以下列曲线为界的均匀薄板的质心 坐标： 

【 4052 】 ay = x\ x-\-y=2a (a>0). 

解而密度^为常数.积分域如图 8.51 所示.质研 . v 




对于坐标轴的一次矩为 


r ,= f 0 j \ 心 >^ = y〆 . 


于钻•质心 （.『„•>〉 为 



為—专 • 




阁 8.51 


【 4053 】 /x^yfy =VcT• x=0^ y=0. 
解质钪和对 Qy 轴的一次矩分别为 


W : 


， f 户 


d ^ = 30^ 


于是，质心的横坐标为 


山关于直线的对称性知，. 


)0 = 了 . 


[4054J J-T + y 了 = “了 （ i>0, )〉()>• 

解质 M 和对 0：y 轴的一次矩分别为 

f “ r(<jj -/T >T r« 2 

M =p I dx J (^ y = p \ (fl 了 一 J 


)? dr = 


= Sa 2 p 


= 3a >Ic 


-sin 6 /)df 


_o z ^ 3 1 5 3 1 \ n _ 3na 2 p 

~ 3a 々 • r j • t • y)t 一 - 32 ^ 


>7 






于是•质心的横坐标为 


256 a 


M 315 〆 


由关于直线 y = x 的对称性知， jr G =： y 0 


256 a 


O 作代换 x = aco ^ t . 

【4055】 + (线圈). 

解此曲线在第一象限部分是一封闭曲线，围成一图形江作变量代换 

rcos4 dstn 2 d , y=^r rcos 2 6s \ n l 6 . ( 0 ^ 6 ^ 


则原曲线方程变为 r = l . 又容易算得 

DU ^ y )_2 a l h l 

D ( r , 0 ) 


in " 決 :os 汐 + sin ' ^ cos " 0 ), 


故（利用 3856 题的结果） 

M = pAjdy = ~ T ~ p I | 7 (sin 十 sin + + ，3> =^ f "/ jB (3,4) 


a 


0 ( sin 、 ^ cos 7 ^ + sin 7 ^ cos ^ 0 ) <\d 




| T sin 7 ^os n ^4 - | ： sin*^cos 9 祕 ) =-^~ • 户 [B(4,6) + H(5’5>]. 


于玷， 


lo 


= M ^ = alb B (4,6) 十 B (5,5) 
~ M ~ 3 ? B (3,4> 


r<3>r<4> 


由于 ⑽卜 ^ 巧 , BC 3 .>= r(?) 


代人，化简得 


^<rb 6! [3! • 5! +(4 j ) ? ]_ a 2 b 
& 一 57 2! • 3! • 9! R ? # 


间理，可求得®心的纵坐标为 


: h 







dy 




ab 2 

u? m 


【4056】 （ j 2 +y y = 2a 2 xy ( j > 0 , y > 0 ). 

解 曲线的极坐标方程为质 fft 和对 Oy 轴的一次矩分别为 

'✓«37 


M— pdx6iy = p^ 7 d^J "• rAr — ^~ | ? s\i\2<pd<p =^ - . 


M v =| pxdxdy = p ^' d(p | 


y^mZf 


= ^3~ 1 cos ^ s ' n ^ 2^pd^— ^Y~pa J cost ^sin* <pd(p 


令.+).，=竿 〆 令七卑 


2 sin 


7 T 


M 


于是，质心的横坐标为由关于直线的对称性知 ，心 => 
O 利用3856題的结果. 


【4057】 r = “（ 1 + cos ^) , y >=0. 

解 质量和对 0： y 轴、 Or 轴的一次矩分别为 

=/> J A ( p ^ ^ rdr =+^ a 2 J * (]+ cosp ) 2 dp : 


T . 
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r • rcosydr =^|- J ( 1 + cos 妒 ( l + cosy ) 1 dp _ J ( 1+ cosp ) 1 dp ] 

/ d /-16[； co ^/ d /] =^[32. gig ； J：2 • f 一 16 • 


57T/W 






r • rsi 


n^dr = ^ - J ( 1+ cos 沪) , sin—f = 


( 】 +COSQ5) 


= ]£^L 

3 • 


于是•质心的坐标为 


M 


yo = 


M , 

M 


16 


14058] 


(/ 一 sin /) ,) = “（ 1 — cos /) (0«2芄） ，jy = 0. 


解质 M 和对 Oj •轴的一次矩分别为 


f=/j J dx I d . v =^ o | a 2 (1 — cos /) 2 d /~3 jr / xi 7 • 

l, = p\ dj ydy=-^P | o ydj = -|-^ 1 | o (1 一 cosr> 3 d/ ， ~|-n/w*. 


于是，质心的纵坐标为 


yo = w = f a - 

由对称性知， 

【4059】 求阓 形薄板 x 2 + y < fl 2 的质心坐标.设它在点 M ( u ) 的面密度与点 M 到点 A («,0) 的距离 
成正比. 

解 按题设•面密度 v /( T- a ) 2 +-y u 为常 数）. 于是.质 a 为 

y ^- j z 


M 


JW 




v(x aY 4 


^ dy 


- A - J " [夕 y/(x — a) 2 -hy +(1 — “> 2 ln( i y+ ■ — 


)] 


Vm l •，： 


dx 


= ifr J y / 2 a { a — x ) v/tJ + xdr — it | — j *> 」 （a — •r> 2 d_r 十务 J (a — .r) 2 ln ( v/a + j * + >/ 2 a )dr 

=/l — / 2 + /l. 


由于 


/i f y/2a [ — (a + j)T +2“(:r+ci) + ] dx = >/2ak — 

J -n •• 


+ x)f +^( x +. 


刈 I 


32 

15 


ka 


I2 


J ： 


rMn / dr =—/ Mn / 


一 +1:卜» 


\n 2 a~ ^ 


• 2 J * /(2a — / 2 ) 2 ln(/+y^7>d' = 8a 2 々 J /ln(/+ y/2a )6t — Bka / 3 ln(/4 - y/2a )dr 


+ 2^ J / J In(/+ >/2a)At = ^>ka 2 (专 +aln >/2a ) 一 8 々 a (" j^ a +a ? ln -/la ) 

+ 2々(+ -^- a 1 In >/2o ) = In y/2a = j ^^ a 3 4--|-^ a 3 \n2a. 

因而最后得 M = II 是 a 3 - ( -|-^a 3 ln2a — -|-i6a 3 ) + ( jr^a* + 去 /ba 3 \nZa ) = 警灸 a 3 . 

仿照上述方法 ST 求得一次矩 M y = J^dxJ 


>/ T ^7 


kx >/ ( a - — a ) : 




-JTT 

而由对称 性得： Mi =0. 于是，质心的坐标为 

M v “ 

[40601 求曲线 ： y = y = 0, * r =； C 所围图形的质心在参数 X 变化时所描绘的曲线. 


i ri • 

加 = 瓦= 0 - 
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解 变动曲枳的质 M 为 m = p \] d y = p 


3 


而一次矩 


\ X ^ 

J 0 « 


孕 M ,= pJ : cbf , 




y ^ y = p - nP ^ : 


T 是，变动面枳的质心为 


_ Ari > _ v 

_ itr _ ir A - 


— M f _ 3 yjx 
—可 —~^ 7 T. 


W 此，质心的轨迹方程为 yo = Y^Jp - 

此即所求的曲线方程，其图形是抛物线的一半. 


= yN /30 />xo 


求由下列曲线所围的面积 ( ； 0= 1) 对坐标轴 ar 和 Oy 的转 动惯置 L 和 

[4061] 士 + 子 = 1，+ + 子 =1 ， y=0 (b ) >0.b 2 >0,h>0). 
h \ h b 2 n 

解 若设匕 •则 


= f : )， 2 M: : • 二 : 心 鳴 - … 〉 J: - v: (卜 f) 心 = 

= W : n : 咖 TO 卜办 


若设•则 


( b \ — b z )h 


h ( bi —的) 


x 12 v 12 
14062] (x —«) 2 ^r(y-a) 2 = a " • j * = 0. v = 0 

fa fa V2iu i 2 

解 \ x = J ^ dr J ^ y 2 dy 

=-f T V2ax s 2 ^3a(2ax-s 2 y-(2ax x z )7]da 

O Jo 


= y [ c /\ r -. V ( ^+ yarcsin ^ ) + 3« ? •〆 一以 1 -y f (2 ax - a: z )Jdx 

J “ 0 

=«' ( 1 一子）一 j J /cosW : =a' (1 一子 ） 一 + 广 “ , cosWd/ 


-*(-- f )- T - T - T - f = T 6< 


16 


利用图形的对称性•即得/, - /. 
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(16-5^). 


* > 作代换 I 一《=_ 

【4063】 r = a ( 1 + cos ^). 

解 曲线所围的平面域可表示为 一 : 

f 是， 


0^ r ^ a ( 1 十 cosp ). 


p 9 p«i< 1 ^ ro»f») f ■ I 

J J ^sin 2 ^ • rdrd<p= | —a 1 ( 1 +COS 95 ) 1 s\n z <pd(p 

2 • [ < 1+4cos9>+6cos z ^p+4cos 3 95+cos < 9)sin 2 ^d^p= 


21_21 

l 6 _ 32 




(p • rdrdyj = ~ Y a ' J (1 H ~ COS95 ) 1 cos 2 ipdtp 


= ~ y u ' J (coyp+Acos’^j+Gcos^y+lcos yj+cos’pJd^：: 


49 

32 


对于任意正整数 M •有 ! COS % 



cos ^^ d ^ p % n 为係数； 
0， w 为奇数. 
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为算出 l x J y 的值，也可变换被积函数的形式，直接用換元法计算，这样较简单.事实上，我们有 

J ( 1 j* cos 1 ’ 专 sin: 号 d ( 专） 

= 26a， J ； cos '» x (,- cos ^) d , = 2* a - dYU 卜 jj ) 号 = §—• 

l y = I ( 1 4 - cos^») 1 cos 2 (pd<p= ^ J ( l +cos^) , d 9 — ^. na， 


J ! 


2 4 ^ • cos 8 xda-- 


21 


32 
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32 ： 


21 

32 


49 

32 


[4064] / +y (i 2 + y )• 

解曲线的图像关于两坐标轴和直线3^ = ^是对称的•参看1542题的图像.曲线的极坐标方程为 


9 


(0< 9 < 2 兀>. 


根据对称性，只要算出从9 =0 到那部分面积的转动惯敏再八倍起来即得结果，并且显然有 L = 


于是.我们有 


t — l y =4| (x 2 y z )dxdy=^ J* d<p r * dr = Jj 

A 


d(p 


( cos 4 ^4- sin 4 < p ) 2 
i _ a*d<p . f 4 ff do . 4a 4 p d-r 

1 (A + ± cos4f ) 2 '" a Jo (3+cos4 9 >:U “ （卜 + COSJ ) 


= J ； 


a A d(p 


(1 —2 sin 2 pcos 2 妒）: 


=竽 


T ! 


( 1 - y )( ,+ T COSJ -) (卜 


arcian 1 


1 + 


, n f ) 


今. 2 (音)赛. 

作代撗 x = i < p . 

利用 2063 題的结果. 


【4065】 xy=a 2 t jy =2 a 2 y ( x >0 t , y >0). 

解 作代换 • r ： y= W ,f 则 v/G •且雅可比行列式的绝对值丨/|=4.曲线所闹的面枳 
即积分域变为 

a l ^； u ^2 a 2 , 

于是， /，= Jydxdy- \\ dv\^ 2 |>= 亨， I y = ^^dxdy^\\ dv\^ 2 以 “= 宇 . 

n 2 n 2 

【4066】求曲线 （/+/) 2 =^ 2 (/-/) 所围区域 S 的极转动惯量 

/o = 

解 引用极坐标，则图形 S 的界线的扱坐标方程为 

r 1 =a z cos2<p, 

这是双纽线.利用对称性，得 /o - JJ ( x 2 + y ) dxd > r =4 | f d<pj U ^ r 3 dr= Jj ^ cos 2 2^- 

s 

【4067】证明 公式： Ipl , o + S < f ， 

其中/,，\是图形 S 对于二平行轴/和匕的转动惯量，其中/。是通过图形的质心，而 d 为两轴间的距离. 


J ( j 2 +y ) d . rdy . 
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又 



证明思路 取 / o 轴为 Or 轴•图形 S 的质心为坐标原点，則 l l = ^(. y - d ') 2 dxdy . 由題设即易获证. 

S 

证取/。轴为 CXr 轴，图形的质心为坐标原点，则 

// = J ) 2 dj - d > y = JJy 2 cLrdy — 2 d | J _ ydrd ： y +/ fj * dzdy . 

s S s s 

因为通过图形 s 的质心，故 yo =-^- JJyda - d ^ = 0. 即 Ij > ydxd ^ = l 

^ y 2 dxdy = l， o , 

于是，/ Fk + SW . 

【4068】证 明：平 •面图形 5 对通过其质心 0(0,0) 并与 Or 袖成 a 角的直线的转动惯 M 等于 

/ —/, cos 2 a —2/^ sirtocoso - f / y sin 2 o , 

其中込和/,为图形 S 对于 Or 轴和 Oy 轴的转动惯 M 及~为惯 性积： 

证明思路取直角坐标系 O // ，使 O / 轴与 Ox 轴的夹角为 a , 則有 

DU\y) 

D ( x f y ) 

于是 •所求 的转动慣量为 /= \\ y 2 pdxdy . 由題设即易获 证. 


jrcosa + ysina ， y = ~ xsina + ycoui . 且 | /| * 


证今取 S 角坐标系 a // ，使 O / 轴与 ttr 轴的夹角为〜则有 

xcosa + ^sina% y — — xsi no + y cosa. 



DU \ y ) 

1 

D ( x . y ) 


于是 • 


y u pAj'dy ^ I]* ( — j-sina + 3»cosa) 2 /xLrdy 

s 

• o jj py 1 dxdy— 2sinacosa Ij^xordrd^+sir^a jj^r drd. 

5 S S 


= COS 

= I x qos : Q — llj^y sinacosa + / v sin : a . 

【4069】求以 a 为边的正三角形对通过三角形质心并与它的高成 a 角的宵线的转动惯 S . 

解 利用4068题的结果，取质心为坐标原点.不妨取 （ Ar 轴平行于三角形的一条边，则过质心与商成 
角的直线，即为过坐标原点与 Or 轴成 a 角的1?线.于是•所求的转动惯最为 

/•=*/, cos 2 a —2 l ly sinacosa 十 /、 sin ? a . 

由于三角形三边所 在的直 线方程分别为 


所以，根据对称 性知： 


y= ~^ 尸一 〜+为 ，产 
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办 =2 LH [(- 仏 + 为 ) 3 十 
I ! ( 一以 -f )dx=2 …( 忐 - 忐 ): 


dx 


3273 f 


ydxdy=0 


， 2 L T C 万 " 2 dy = 2 L T 乂[( _ 瓜+芳) 十点」心 
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=2 \l (-而 3 +,/)心=心 (去 - 忐 ) = ^. 

-»• pa r ^ * 7 . Cl * • ^ 

于是， L = — cos ' a ^ - — sin ^ a ^ —. 

32 V 3 32 V 3 32 V 3 

【4070】设圆柱形容器/+/=(2 2 , 2 = 0内盛有水，水平•面为：:=力•求水对容器侧壁 x >0 的压力. 

解 用 X 和 Y 分别表示压力在 ar 与 （)>* 轴上的投影.由对称性•显然有 V =0. 下面求兄由于 dS = 

adOdz (-号 < 以号)，而在面元 dS 上的压力在 O 轴上的投影 dX 为 UdSkoM . 于是 • 


X = JJzcos 汐 dS = 

S 

【4071】半径为《的球体沉入密度为5的液体中深度为 A (由球心算起〉的地方，这里求液体对 
球的上表面和下表面的压力. 

解 设球面方程为 P + y +2 2 = v •则在球而 h 的点心0, 2 >处沉入液体的深度为 

d^h^z ( 一 

于是，上半球面 S , 的点和下半球面5 2 的点的深度分别为 



d = h — v / fl •’一 （ J 2 十 y ) • J = /|+ y / a £ — (/+/)• 

根据对称性知•压力在 ar 轴 h 和 Oy 轴的投影均为零.故只要计算压力在 Oc 轴上的投影.液体作用于球的 
上表面和下表面的压力分別记以 P , 和/>:,并设 y 为球上各点处压力的方向（即内法线方向）与轴正向 
的夹角•则 



[ z — ( x z +>r ) Ddxdy * -/law 1 奸汐 J cW J vV —〆 rdr 


= _/ m “ 2 5 +[-|^W — r 2 ) 3 ] |: = 一 ^ ^( A — y ) (外<。表示压力向 下）. 


同理，我们有 


圓 |丁 t^cosyd.S— T SLh-h v/a^ — (j 2 +y ) ]da-d.y ass 7ra 2 ^(/i + ^ ) 


(户1>0表示压力向 上）. 


【4072】 底半柃为 uSi 为 b 的直阓柱体完全沉入密度为5的液体中 •其中 心在液面下的深度为 L 而阀 
柱的轴与竖 s 方向成 0 角，求液体对岡柱上底和下底的压力. 

解 取阏拄的中心为坐标原点.取 Orjy 平面是水 f- 的，再取阓柱的轴（朝七的方向）在0*0,平面上的投 
彩所在的方向为 Qr 轴，取 Oz 轴垂貞向上，最后取 Ojy 轴使 Or 轴、 0： y 轴和 Oz 轴构成右手系. 

于是•液面方程为.设圆柱上底为下底为 S 2 ，则 S , 所在平面的方程为 



( 1 ) 


S 2 所在平面的方程为 


jsina +： rcosa = — 了 • (2) 

在点处 u </») 液体的深度为 h - z •用 和乙分别表示液体在圆柱上底 s , 上的压力在 ar 
轴， ()3 /轴和 Oz 轴上的投影.同样•用 X 2 ， V % 和厶分别表示在 S 2 上的压力在 Ox 轴 . o ： y 轴和 o 轴上的投 
影•显然， y ,= y 2 = o .我们有 


Xi = — JJ S ( h — z)sinadS= —Ssixuz || (A — z)dS, 

5, S } 

(3) 

Zi = — JJ 5(/i — z)cosadS= ~Scosa jj (h~z)dS. 

(4) 


由 （1) 式知，在\上有2= 乃⑽)•于是，注意到 S , 的面积为加 2 , 口 J 知 
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J —土 (夸一 Jsma )] ds = ( A - i 土） jJ dS + = JI rdS 

S l 、 S ! S 1 

)^^-— i [^ s . 

' l cosa ’ cosa JJ 

• s ! 

由 jd - S 是 S 丨 的质心的 a •坐标，也即夸 smo •故 JJ j * dS = + jw : Asino . 代人即得 




= (h~ 


;a ) W ， 


以此代入 （3) 式与 （4) 式，得 X , 


— 号 COSa ) sina . Z \ ― — na ' S^h - 


Mil •我们有 X - = J ] 5 (/i ~ ?)sinodS = 5sina l |* (/ i ~ 2 ) d . S . = |T d(h — z ) cosadS ssz dcoso i[ (/» — c)(IS. 


再注意到 （2) 式，类似地可汁算得 


( h - z)dS = 


f L ,, + 土 (+ + I Smfl )] dS= ( A + 


cosa 


)7 W :’. 


于心 


X . = Tr ^' ^(/i +■ -|-coso ) sina , Z ; = w 5( A + -y coso ) coso . 


【4 ( 173】求均句的闽往体 ^+ y z ^ a : .0^： z <： h 对质点 P (0.0 , W 的引力•设阀柱的质域等于 M , 而质 
点的质«等于肌 

解根据对称性知，引力在 （). r 轴和（八轴 JL 的投影等于枣•故只要计钎引力在袖上的投影今 
収岡坏•其体枳为 


则相戍的质 M 为 


吸引质点 P 的引力 
于是，所求的引力为 


dV = 2 nrdrdz , 

dM= 2 il ^d £ = ^Mr drd ^ 

dF.= —— 2’m drdg 

a h y\r + u 7- z) 2 V 


卜-赞 J : J : 


r(b 


drdz 


一赞 [ J : 


“A Jo Ju 十 （A — J ) 2 ] 3 a ,i L J ° 

—>/“ 2 十 ( a - a > 2 - y ^ np ~ j . 


sgn (/>— z)dz 


- J ： 万 fc 叫 


M 中々为引力 常败. 

【4074】物体对挤压而 

的 e {强分布由公式 

给出.求物体对此面的平均压强. 

解物体在确阒面上的平均压强为 

,:丄 IT . 


V<i 


尸 M 1 一爹一裊） 




ntih 


(卜》一备卜—5 


1 rf 


M ). 


( 1 — r 2 ) abrdr = — • 

nun c 


t^ab _ £o 
~4 Y m 


【4075】以 u 和心为边的矩形草地上均匀地粗盖有已收割的干草，其面密度为 P . 若运送质谊为 M 的 
货物到距离为 r 的地方所；的功为 AMr (0< O <])， 则为了把所有的干草集中在草地的中心•至少应消耗多 
少功？ 

解不妨将坐标原点取在矩形的中心 . Or 轴乎行于《边•()：>，轴平行于6边.由于将面积 dxdy 上的干 


荦移到中心要消耗的功为 dW = kp v / x 2 +y drd ： y , 并利用对称性.即知所要求的功为 
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W = \kp j *' J " >/ s ' - {~ y 2 d_rd)，= 4^ p |~ (* " r 2 drd<p~\~ | 2 h J * 2 ， r 2 drd^ 


哥 J . 


¥ b % 




[ f 

J sin <p T • 


但是 • 


f Hfii,,：i 7 i _r si 

J ‘. Z ^ d < p ~ l 2^ 

( f • 」 r - d ，= 「- 
J imn -1.^ Sin (f T 


•v an (f + f )!]|P ' 

l- ,n l ian f I ：lllr 


b s / a l +6- 


T 


f )+ v a 2 + b 2 


y/a 2 十 A 2 

~2 b 2 ~ 


In 


\/“ 2 十 6 2 


F 是，我们有 


w 


=ff (2 以 


v^TF+^ln / i±vV±^ +/; 3 |n a± /a^b^ 

a b 


利用 2000 題的结果. 
利用1999題的结策. 


§ 6. 三重积分 

1 °三貢积分的直接计算法函数 y . 2 ) 坫连续的•且有界区域 V 由下列不等式 绐出： 

J*i • >i ( x )^ y ^ yz ( r ) . «, <, 

K •中： y ,(./•),： y 2 (. r >• z ,( J •• > 0• 22 (. r ，>0背为连续函数，则函数 /( J .： yd ) 在区域 V 内的三 ffi 积分可按公式 

/ (j-,y.z)da:6ydz= [ ’ dr 丨 ？ 6y [ 1 f(x»y*z)dz 

J ， 〆 ，* J •, 

米计钎.有时采用 f 面的公式也很方 便： 

/ • )• • z > drdydc = J 2 At ||* f(j%y*z)dydz^ 

其中平面常数败区域 V 所得的截面. 

2 a 三重积分中的变 量代换 若连续可微函数 

.r= .r( u •v»u , ) • y= y(u*v*w) • z= z(u»z>*w) 

给出 （ Xr . v ? 空间的有界可求积的三维闭区域 V 与 (/ uvzv 空间的区域 V '之间的一一 映射. 

并 aa <“. v , u _) ev ' 时， 


卜 畏娜利 


则成立公式 


|| / < .r. v. ? )dad vd ? = J || /[•**(“ •v.tc)’_y( 

l. V 

在特 殊情况 F ， 有 ：1> 圆往坐标系 f r，L 其中 


• 2( 


0] i / I dudvdu 9 . 


r — rcos < p « y = rsirip , 


h. 


2) 球坐标系•其中 


=rcos^os^t y— rsin^cos^r% z = 


IXs ^ y . z ) 

D (( p . r . h ) 


Dix ^ y ^ z ) 
D((p ， 屮， r) 


= r l cos 0. 


计算下列三重 积分： 


【4076】 ;,| 巧， 2 /心办心 •其中 V 是曲面 z = j •: y , 

• Y 


= sy . y = j ：. T=\.z = 0 所围的区域. 


解 


. rv '^* dxd . ydz — | .i d.r y 2 d >* J z J dz 
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【 4077 】 jj • 其中 V 是曲面 _r 十； H^=l，_r = 0，;y = 0 •:: = 0 所围的区域 . 


Ir 


drdydz 
\+x + y + z ) 


= f > r^r 


( i + j +)，+ 2 ) 3 


【4078】 


w:'[-i7ir^]rw>r [- 

£ [- InUl : ,dr= [ _ T + f + 2nT7)] dr 

[■ T J+ ^ 2 + T , n (,+ j ) ]|. ， . == Y ln2_ ^- 

8】 | jj _ T 3^( i _ rd _ yd 2：， 其中 V 是曲面 j *’+_ y 2 十 2: = l.*r = 0 .v = 0 .z = 0 戶 


2<l+.r+v)M^ 


0 ^v = 0^2 = 0 所围的区域. 


解 fj xyzdxdydz= J' sds J ydy^' 法 =+ f ^ 1 


y )办 


140791 


I(S 


其中 vg 曲曲 


所闹的区域. 

mm 忠路 设 p ,， q ,, k : 分别表示区城 v 与平面 t = 常数，: y = 常数，:：《常数所載部分在 
Or.v 平面上的投彩•則有 

原式 = J ^F^J* J d_ydz+ 1 dsdj-+ | ^-dzjj dxdy. 

斛 设分別表示区域 V 与平•曲 \ r » 常数 •: 常数 . 2 = 常数所戕部分在 D . vlO ^. O . v 平 Iftl ' 
上 的投影.则有 

| {i + i + 7) dx,iydz ~L S d - r |"^ ds+ f-. , 7' d: | d - rd - v 

^ ) Pr 在平面、1* =常数上的 方祍为 


故其面积为 

Qv 及尺： 的面积类推. 


—— T - + ——- — — =!• 

叶-七） 〃( 卜3 

9 C yF -? = nbc i ] ~ i ) 


[4080 J jjf 丄 n^dz, 其中 V 是曲面 ^+：/ = 2^ 2 =1 所围的区域. 

V 

解题思路 注意曲面在 0_r：v 平面上的投彩 Q 为圓盘 x z +y<l. 则有 

原式= JJ cLrdyJ yj-j /? + y ’ dr . 


解曲面在 （ Ary 平面上的投影 Q 为 1 SJ 盘？ + r < l . 于是， 


+y clrd.ydz = [ Jdrdjyj * 


JJTJ 


v ^ x 2 + v 2 dz = 


[ v/V + y -( j 2 j ry : ) ] 心 cijy 




在下列三重枳分内，用不同方法配置积分的上 下限: 


【4081】 


dr 


「 l-y rs y 

d v /( 

il J b 



解有界区域 V 如图 8. 52 所示. 



z = 0. z = x^ry. y — O. y- 

围成.于是，我们有 

p p 〜 r^y 

J dj I d.vj /(j.yfz)dz 

= j * d.i j J dz J /(j*.y.r)d>r+ J dz J / i.i •y*z)dy 

积分•如图 8. 54 所示•則有 
f(jny%z)dz 


-.r (.r 固定） 


如果宄对 I 积分，冉对: V 、 


= dz 




/ ( x . y % z ) ds + 




/(•r 小 z)dx 



这里用的公式为 

j "/(*»■•，• z > drd ) d := J dr |J fix , y % z ) dydz . 


8 . 54 


【4082】 } ' /7 ^rj J'yjTT 


解有界区域 v 如图 8. 55 所示 • 

如果 5 t 对 ：y 积分，冉对 H 积分.如围 8. 56 所示，则枳分域在 Oy 平曲 
上的投彤域由不等式 


/(j ， jy ， r>dr 


• — Vz 2 —^ Vz — x* 

( O •固 定〉 给出.于是•我们有 

>/7^7 

如果先对 x 积分.再对 y 、：: 积分•如图 8. 57 所示，则有 

V 卜， 2 f I fi r ： f Vr 2 - y 7 

J y^TZJ f (x ^y^ z)dz= J J •• 叫 • yjzj •: v， z)fir - 


j ( d.r J ^ d^| yjzj 



= 


图 8.55 




J 


- yA~r 
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图 8.56 


图 8. 57 


【 4083】 j ds j* d,y j J'(..r.y%z)dz. 


解如果先对7枳分•再对枳分•則积分域在 Ox ： y 平面上的投影域由方程 

. r = l , c = 0. z = jc 2 及 之 = 0. r=l • • r = . r z + 1 

所表示的曲线阑成.于是.我们有 

| dx | J f(j ： ,y,z)dz= |dj- ( J dz J /(j. < y,z)d < >»+ J , dz f^-r*y*z)dy . 

如果先对 i 积分 ， WXJ U 枳分，不难由轮换对称关系得出结果. 

如果先对 I 积分 • ft 对 _ y 、2 积分，则枳分域 ft : Ov 平面上的投影域山方程 

y=l. 2 = 0. y^y/z & y~0, .y* 1 . y 祖， y— v/z 一 1 

所表示的曲线阑成.于 M •我们有 

J* dj* | d,y j* f(jr,y,z)dz 

= i? z [\ A > dy \ l yr7 /(j '^- z)d - r+ L dy L + 办 fyr7 心 . 

*) 这里采用的投影方式与前两 題不同 ，系用结粟 


j]" / (j-.>». 2 )dj-d.yd 2 = jjdrdr | f ( x , y . z ) dy . 
v s v, 

以一重积分代替三重 积分： 

I4084J J: dej: d 7 J: 

解 j: de\[ d v ^ /(C)dC= [ d^r dcJV(C)d 7 = J' d^J f / •(?)($-f)dC= [ df 
= \\[ f(p(-r-V 2 ^- 
[4085] J dx J d.y | f ( z ) dz . 

解化为先对: y 积分.再对积分，可将原枳分表示成如下两 部分： 

| dz J* da- J f ( z )6 y -^ J dx [ /<«)d>rj — f dc [ f ( z ) dj --\- J dz | /( s)(l — z+x)dx 

= — z ) dz + J /< z >( 1 — 十 J f (. z ) z 2 dz 

= J: / ⑴（卜夸)— jj : f ( z )(2- z 2 ) dz ； 

\>L dr J /(z)d < y= J dz | /(z)( 1 —zH-x)dx= /(z) (1 — z)j--f fiz ) x 2 J J 

=J: / ⑺ [ 卜 2+(2-l> 2 + + - + (z-l> 2 ]dz = j J: / ⑴ (2 - 2) ? ck. 
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于是 • 


I dv \ ' P /(zM2 — /…+士 J: f(z)(2-z) 2 dz. 


【4086】设/(1、心2)=戶、％(1，3^2),且“,/，,(：.八./么[为常数•求 

J da- I d_yf f(x,y,z)dz. 

解 i cb 〔 d^| /Cj-.^.c)dc= [ dr 「 IF^ (j*, v.C) — F /r . y (jr.y,c)^dy 
=■ [ lF\(xJUC)-FUxJ?.C)-FU.r.H.c)^FU^r^.c)^dx 

= F ( A . B . C ) — ， B ，0 - F ( A . b ^ C ) + FCa ，6， C > 一 F ( A ， B ， f > + F ( a ， B ， r > + F ( A ^ b ^ c ) — F ( u ， b * 

变换为球坐标，计箅 积分： 


[4087] 


o - + y +^ cud ) 士 •其中 v 足曲面 / + y + r ’ = 2 所围的区域. 


提示 注意积分城 V ■为 0<r<sin^ •，且 I J 丨 =r cos0. 

解 今 .，=，(：(^史(、()84，>^=^^1190054.2=广4110，则曲面1 : +>^+2 2 =2化为广=8丨110. 从而 • 

V s ^ « O^r^sin^# \l\=r^ cosip. 


， t r’ d^d>ds= J d^j 2 d0 J ^ r • r z cos^dr=-~ J [ 2 sin'^cos^d^ 


【4088】 


w 


V\- r r Vi r y z 

d - v Jy7v z：d - 


提示注意权分城 V 为 + . + («>/?• 


解变换为球米标 • 织分域 V 为 


> j 2 t 


于 M . 


y ^7T7 zi d?= I ! ^J ； d^f^rcos0-rsin^r 


i-/2 • ~y [3 cos^sin 2 tpdtp 


2>/2 • ysin> :- 合 (2#—1). 

T 

[4089] 在积分中变换为球坐 标： 


)d.rd>»dr % 


Wt V 足 rtl|ifiU = x 2 +y • x = . y . x=l - >=0. 2 = 0 所围的区域. 

解 引川球坐际•由 / = > r = l . : y = 0 知 
(阁 8.58). 

又从®点引半 w 线•由曲面 + y 穿逬，平面 t = i 穿出 







则存丨 / 丨 = abcr^ cos^ 且对 f V 的+部分有 


0^< p^Y , -, 0< r < l . 


丁足， 


J y^l ~ ^ 7? dj-d < ydr = 8 d^J dtp (^ aU r 2 cos^ >/1 — r' dr = 


.•， v /1 


I" sin^rcos : tdt — J" (1 — cosl/)d/*=■ ^-^. 


[40911 变换为脚往坐标， i!• fl. 枳分 j] (/ + / )drd^d 2 • Jt 屮 v 足曲囱 / + y = 224 = 2 所 m 的区域 . 

V 

提示 注意积分城1^为0<9< 2 穴. 0< r <2, 且丨 /|=;*. 

解令 j* — rcosf.^^rsin^.z— *.H j- 2 +y ，lz 化为 r z =2r. 积分域 

己 / 义， \l\=r. 


于足 • 


V ： 0«2. 

丄 |j (x 2 +>r ? )dj-d.ydz= J J r 2 • rdr J 2 d^ = 


16n 


【 4092 】计 « 积分 


dxd^vdj 


Jt •中 I’ 是曲曲 • s=ciy •;: = /，/•>>() (0<a<b) .z = QX.z = /ir (0<a<^). x = h (/i>0) 所围的 区域 . 
解题思路作变量代換 4 =心三 = i ； d = u ••則有 




及•且区城1/ 


于是， 心社 = J: 议 . 吾如 J: X 点 d “ = A ( 士 — 古 ）(★ _ ± )n 

【4093】求积分 jjj " j \ yzcLrd < ytU ， 

V 

其中 V 位于 x >0 •: y >0,; r >0 这-•卦限内且由下列曲面 围成： 

+ v 2 2 1 2 

z= % - t z= - - * xy = Q' ♦ xy=b 2 • y = ax^ (0<.a<.b.0<iQ<.^0<int<i}i). 


解题思路 


作变量代换 “ ， J\y = V. 子 =US 則有 J = ^j^ 9 y = >/vU* = ^l \ 1\ 


2 ^ ( tc 4 - 士），且区城7变为去 去， a 2 ^ v ^ b 2 . a ^ xu ^ p . 


解作变换 = 


，则 


，: y = 的(如++) •且 




0 


y/vxv 

>/vj 


2w yfw 


2^/v 2 y/rv 

M (^ + i ) uv { 1 ^^) 




V 


: — % a 2 ^ v ^ b 2 % 


于 ft, 


j^zclrd.ydz — -yclw J . T/dv (iv+^j + ^j )dxt* 


[40941 求函数/(^, 2 )=/+/+ 〆 在区域 /+/+^<1 + 3 »+ 2 内的平均值 
解 区域/+/+2 2 <1 + }+2即 

(•T -(厂+) 2 +(:-士 ) 2 <+， 


其体积 作 变换: x~ rcos93Cos^4 - • y= rsin^xros^ + ~ . z= -|-4-rsin0. 

则有 =y jj ( j 2 + y +2 z ) dxd . yd 2 


▲ 

V 


雌 

V 


I d^J ? ^ - 十 r 2 +rsinp 十 rcos9?cos4+rsin95COSp)dr 


r K = +r : 和 j 7 号 昏 0 • 娜 4 r 


= 1.1^= 丄 .W1jf = A 
V 5 ^ 5 5, • 

【4095】求函数 / U ,： y ， z ) = e VVthK ^^ + ^ +《< l 内的平均值. 
解 由于区域 + 为椭球，其体积等于+咖6^故平均值为 

"均: ☆ I "《《心恤 

V 

若作变换:1^“广(：05^(：054,3^ = 知^ 0 9^ 0 #， 2:= (以叫，并利用对称性，则有 
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\Tzabc 


8 J f — J ? d 4 : 


(J ' cos^d^) ( r 2 e’dr) = 3(e_2). 


【4096】利用中值定理•估计积分 


_ dxdydz _ 

- a) z + iy - bV +( z-cV 


其中 7 + // 十沪 > i ? 2 . 

解 由积分中值定理，有 


did 


( x - a ^ + iy - b ) 2 +( z - c ) 


( e-ay 


「厶 ) 2 + (C — c): 




其中 f +1^+浐</^.由于函数 


(x-a^ + iy-b) 1 + 


代表点 （ u ，： y ，： r ) 与点 ( ci /， f ) 之间的距离，显然在区域 x 2 十: /+^< f 中此距离的最小值是 v/V 十 tf + r 2 —/?• 
M 大值是 >/^+//+〆 + /?,并且只在一个点达到 M 小值•也只在一个点达到烺大值.因此，函数 


y/U-aV ^ (y-by + (z-c) 2 

在区域 〆 +/ + ^<於屮的 M 大值是— , Sk ^{ K ^-^=- j — r —，并且只在一个点达到 

y/a^^+c 2 -R vV+6 2 +r J +尺 

敁大值•也只在一个点达到最小值.我们证明 U 〉 式中的中值不可能是函数的最大值，也不可能是函数的最 
小值.事实上，例如•若足敢大值，即 


则由 （1) 式知 


其中 


口 fl )* + ( 7 - 6 )* + (C — C ) 2 y / a 2 ^ b 2 ^ c l -R 

fff f(Xfy^z)dxdydz m: Of 


f ( x ^ y . z ) = —===== -— 7 , ,, : ■■_、__■ — , 

+r—K V (x —a) 4 + (y —6) 2 + (« —c) 2 

M 然，在区域 _ r 2 + y +?</?* 上 / Cr ,： y ,： r >>0 且 /( X . jyd ) 为连续 丞数 •于是，由 （2) 式知在区域 /+/ + 
上必有 /( x ,： y ， z )=0, 这显然足不可能的.因此， 


a 2 +^+ c 2 +R V (^- a ) 2 f ( 7 -^) 3 


yV + A 2 + c 2 R 


f a 2 ^b 2 ^c 2 -R<y/(^a) ; 


b ^+ C ^- c ) 2 


其中⑹ <1 .于是•由 （1〉 式得 


(6 — fl” + (7 一 6) z + (f — C〉 2 - y^TVTT^^OR, 
,,=竺 -— P — 

3 x/“W+〆 + 妍 


【4097】 证明： 若函数 /( x ^， 2 > 在区域 V 内是连续的，且对于任何区域 W (= V 有 


f f ( x * y * z)dxdydz = 0. 


则当 （ I ,： y ,2 )ev 时， /( u , z ) 写 ()• 

提示用反证法及积分中值定理. 

用反证法.若当（*2*0，幻6\^时，/(1 0 |， 2 ：)羊0.+失一般性，设对于\^的某内点（1。，>。，々），有 
/。， 2 。〉>0,则由于/(1.>^)的连续件，故存在点（1。，： > |。，心）的某个闭邻域0/(=^,使当（：1^, 2 ：)€0/ 
r ，： y ， 2 )>0 .这样一来，利用中值定理，即有 

|| f(x,y,z)dxdydz = f(^ 9 rf^) • \ 。 > 0 ， 


其中 •这与假设 ||| / 《 jjdcLrdjydzsO 矛盾 . 因此，当 （ hyd〉 € V 时 •/( J , 3 u2) 三 0. 

【 4098 】求 〆 （ />, 设： 


1) F(/)= |[] /(P+Z+Ado^dz , 其中 / 为可微函数 


(2) F(/) = 


/(j\y:r)d_rdjyd2 ：， 其中 / 为可激函数 . 


泛; 


提示（〗）作球坐标变换 〆 2) 作变量代换 j = y=trj. 2 = /f. 

解 （ i > 作球坐标变换得 

F(/) = | /( x 1 -f y 2 ~\~ z 2 )djd^ydz = ^ J ^<P J ^ cos^d^f | /(r 2 )r 2 dr=47r J /( 

/'vW ° ° 

于是 , F f (t)-=Ur/U 2 ). 

(2 > 作变换 r = $ y=trj. z = 得 


) rdr , 



F(/)= HI f(xyz)djcdydz= jjl d^d^df. 

o < t ^\ 


于足， 


F f (t)=3 JJ’ 》 pded—f+3 UV'(Z , 冰 ) 々 7 卿 1 ^ = + [^(/>+ H / ， (jryz)xyzdxdydz~ 

' K ：<\ I OVKI 

I cxck I 

【 4099 】求 j\ ，，一心办心 • 其中 "!•”•/> 为非负 整数 . 



m 分两种 悄况： 

( 丨 > 设 n“n ， p 中至少存一个奇数 . 洌如 • 设 P 为奇数.于坫 


i y n z p djdydz = 


x m y m z^dxdydz + 


l y t9 z p dxdydz = I\ + I 2 



今在积分 /, 中作变代换 J = — 心则 ^^=-1 ，从而，汴意到户为奇数.可知 


h 


=— 


D ( UfV ^ xv ) 

jj u m v m xv l， 6udx^ic— — I\ • 


=P&.l=li-lt=0. 

(2) 设 m.n.p 均为偶数 . 此时被积函数关于三个坐标平面皆对称 . 于 & 


j^ m y m z p dj ： 6ydz = S 


^ y ^ z ^ dxdydz . 


引用球坐标 • r = rcos<pcoSip^y= rsinyjros^ ， z = rsin^r •得 

x"'y"z p djdydz— J* cos"93sin"^jdyj ^ 




W + W + /> 4- 3 


(7)「 (中) 


V sin V d 4_ ^ ，+ nlH2 dr 

( ^±^ )r (宁厂 


in + 2 


1 


俨 2 / 

「(甲 )r (宁) r (宁) 


( 


+ «+p + 3 


) 


4 (/w + / I-f p +3> 


r ( 


w + « 4 - & 4- 3 
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JJ ( 1 -^-y-zrd.Tdydz (/ »>0,« 7 >0,r>0,5>0), 

V 

其中 v 是平面 I 所围的区域 • 

解由假设知 j - = ^( I -^). j ;=^( l - f ). z = ^. 

在此变换下可求得1/|=^7 - 并且积分域 V 变为： 

0< 芒 <1 ， 0<7<1. 0<f<l. 

于是. 

| j ^y^z' ( \ - X-y- zY<\j-dydz= J V _， •，- 2 ( 1 — 6>，df J V”. 1 ( 1 一 7 ” d 7 J V ( 1 ‘ 

8=5 B( /> + </ + r+3 ， x+l )B<"+r+2，/>+ 1 )B(r* 1 1 ) 

_ r (/>+ c /+ r +3) r (5+ i ) r (9+ r +2> r (/>+ i ) r ( r + i ) r ( Q + i ) 
r</> + g+r + .、+ Dr( p + 9+r+3)r(c/ 十 r* 十 2> 



§ 7. 利用三重积分计算体积 

区域的体积 V 可表示为以下公式： U= JJ 6.rdydz. 

求以下列曲面为界的物体的 体积： 

【 4101 】 Z = J Z +y : , 2 = 2j^ + 2y , y = J* y = s x . 

解 K 域 v 为 ^^y<e<2x 2 + 2y. 

故体枳为 

v = W :: O: (~ 〉 d W: (b 3 -^-b 6 )^ 



【 4102 】 2 = j + >u z = xy 9 y= 1 • t^O. > = 0. 

解区域 V 为 0< ： y<l — j^<2<o: + ： y ” ， 

故体积为 V = J: dr J l ’ dy^ ' ckr= J: dr 〔 ’ (.r + y~xy)dy= J* [^( 卜 1 〉+ ( 】 - 了 ) : dx= 

* ) 因为，故有 y. 




= 8a 


-2 


vV- 


arcsin 


f ]|； 


8 


( a 2 -^r 


= ^(3, 


— 4 ). 


[4104] +/ , c= y/ jc 1 +y (“>())• 

解对区域\^在00*平曲上的投影作极坐标变换 

X— rcos<p. y= rsin^. 


则区域 V 为 

且有/ =『.于是，体积为 


% O ^ r^a % — 


V= I c \ z = f" d ? \[ rdrj^ dz = 2 n\[(r ~^)dr = 

I4105J az=u l -j 2 —/ • z=a — jr — y, 了 = 0, y=0, 2=0 (a>0). 

解由 az = a 2 - s 2 - y 2 . x ^ 0 , y ^ 0 ,z = 0 为界的物体体积为 


7 T « 


V t = 


••丄 L ( d? ) d " dy= L fd 4 u ^ 


rdr = 


v：a 

X- 


由 z = a — s — y,x = 0 , y - 0 , z =0 为界的物体体积为 

JJ dr(bfdz= ' d：y f: … dz=y. 


> 0 . 


于是，所求的体积为 V = V ,- V 2 = g (37 T —4>. 


[4106 J z = 6 - x 2 - y z , z = vV+y . 

提示利用囬柱史标，则区城 V 为 0«2, — r 2 . 

解引用阆柱坐标，则区域 V 为0<#2死，0«2, r < 2 <6 — 〆 . 

于姑，体枳为 V = ^ d f J ' rdrj * f d 2 -2 n |" (6 r - r J - r 2 ) dr =^. 


变换为球坐标或圆柱坐标,计算以下曲面所围的 体积： 

【 4107 】 .r 2 4-y+z 2 =2az, 

解题思路 变换为 ai 柱坐标，則有 

r 2 十/=2«!2 及 r *^ z ? . 

且区城 \/为 0<^5^2 jt . . r ^ z ^ a 4 - •/ a 2 r 2 . 

这里要注意，球面方裎应该是 z=ci 土 v /^- r 2 ，但因体积 V 的一部分为球 i 2 + y +¥=-2似的上半部，故取 
z~a \ vV — r 2 • 

解变换为岡柱坐标，则有 ^+^=2^及 r 2 ^ 2 . 

因而区域 V "为 */ a z — r ^ *. 

于是.体积为 

V = I d<p I rdr [ " dz=2^ r(“+ vV — r 2 — r)dr=27r[^^ —+ (a 2 — r 2 ) 吾 — 皆 ] | =7W ' 

* ) 球面的方程应该是 2： = ^ 土 vV — 〆 ，但因体积 V 的一部分为球 J * 2 +： y 2 + z 2 -2 a r 的上半部，故取 
z = a-\~ W — r 2 . 

【 4108 】 （ I 2 +y + z 2 ) 2 =aHx z +y 2 -z 2 ). 

提示变換为球坐标，則区域 v 的 +部分 （第一卦限内）为 
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% 子， O^r^a %/ cos 20 . 





【4109 】 +y +: 2 >、 = 3 xvc . 

解立体在第一，第三•第八及第八卦限内•对于这些卦限分 别有： 

•r>0 ， t z^O ； •!•<() ， y^O. z^Oi .r^O% y^O. z^Oi j^O ， jv<0, 

立体在这四个卦限内的各部分• -•对一对地对称于坐际轴之一.这足因为左端及右 端3 .*• 
个同时变号时等号不变. 

变换为球坐标， AW 得体枳 


r <0. 

• \ sc 屮的 任何叫 


IX 耐 


'* cos 0 dr =4 I cos^sinyd^ cos' 0 sin^d^ 


）（-+ casV | J ) =+. 


【4110】 


= zHz>0H0<a<h). 


提示变换为球坐标•則区城 V 为 0< y ><2 it , « b . 

解变换为球坐标，得区域 V •为 «，，• 
Ffi : •体 积为 V = J f r ： cos ^ r =2 n | j f cosv & d^j (J ’ dr ) = 


ir (2- V 2)(^- 


在下列各题中最好利用广义球坐标 r , vp >( r >0 ; 0<^2 n ; 一 | | ,它们由以下公 


式 引入: 


= arco^^co^if) f y=brs\n m (pcos f ip f z — 


( u , f , a ,/? 为常数）， 


并巨 


D(.r f y ,z) ^ . 

D (7 ^-^ rcos 

求以下列曲面为界的物体的 体积： 


iin # :^ cos v 1 0 sin ^ 1 ^ 


1411,1 (?+ 汚)•呼 • 

解令 •/* 一 “rcosycof^, v = //rsin^cos^. c = <*rsin^ ••则区域的 + 部分 （第一卦 限内〉 为 

~~ COStfCOSi/j . 

于是，体枳为 V =\ [' dtp [ d^J ^ ^ cos0dr= (j'cos^^) ( [ T cos ? 0d^) = . 

【川 2 ,(沖 *)、 S+f 

解令了 = “rcos^cos0 ，y — bn>\n<pcoSip^ s = frsin0 ， 并利用对称性，即得体积 
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【4113】 






解令 x = arcos<p 9 y = brsln(p, z=z ， 则 r 满足方程 ,+〆 _ 1 = 0 . 解得 r= 




于是，体积为 


= ]o d ^L 肋 rdr L d?=2 ^Jo 


r ( /1 _〆 _rOdr 


= 2 nabc 


[—+(,_〆) 音 


I n I 一 57 ru ^ c (3~ y 5) 

」L 12 


【4114】吾 


解令 j=arco?^). y = brs\n<p, sr=z ， 则得体积 


V^J* dtp J" abrdr J ，丄 dz=Anabc |* r(l — r 2 )i' dr~ Anabc - 1 -( 1 — r 2 )f J | 


nabc. 


【 4 " s 】（ s + 荟 ) 2 +* =i . 

解题思路 作变 f 代換 x = arcos^cosT 0% ,y = ftrsin^cos^ 0% 2 = rrsini 0# 

则有 m =-^& r 2 sin +4 •且 V 的士部分（第一卦 限内） 为 O <0^ y . 0«1 •并利用3856 li 


的结果及延拓公式. 


解令 os+ ip.z = crsin ) # •则有 I / 丨 =-yaArrsin T0 且 $ ■区域 V (第一卦 


限内）为 




于是，体积为 


V — 8 J' dy> J' d^| ^-Ciftrr 2 sin i ^dr—J- itci/x J ^ .sin 1 ^d^i' 




b (士 •+) 




= —itabc -- 

3 V 2： 


▲^/¥卜(+). 


利用3856题的蛄果. 




利用适当的变霣代换，计箅以下列曲面为界的物体的体积(假定参数是正的 h 

[4116] + ^ + =^- + -^( x >0^>0, z >0). 

解题思路作变量代换 x = arcos 2 <pcos 2 i/；, y — brsm 2 <pcos 2 ipf z = crs\n 2 ip. 


( -^- cos 2 ^+ y - sin 2 ^ p ) cos 2 0. 


3856 題的结果. 
令 x=arcos 2 a 


sk/Mr^ccxspsinpcos'^in^u 且区域 \ ’为 


. 0^0^-^-. (-^-cos z 9H-^-sin~93)cos :: 0. 


于是•体积为 


「4 rf r (^ co ^ Vf ^ 2 ^)^ 2 !> 9 

V= J j I 4ti6rrcos 炉 in^coV^rsin^dr 

^ J' cos^jsin^)( cos 2 <p~\~ 七 sin 2 (p) d<p J' cos;^isin^d^ 


=y^a6r| J * ^ycos 7 史 sin^d^3+ [ ^ 7 Cos^sin : ^dy：+3 • cos;psin 1 _史十 3 • J" cos 1 ^sin £ <p6<p 

(恙 + • SI •占 +3 •謠 • 去厂 = ^^(f + {) (安 + F ). 


利用 3856 題的结裝 . 


【4117】 （ 


(x>0,y>0.z>0). 


提示仿 ni 6 題的解法 • 

解令 i = “ 厂 cos 、 cos J p ， ).*^Arsin 2 9 COS • 必 ， z _ (rsin : p •则冇 U | T ^4“&(r J cosy;sin^cos 、々 sin0 ， |iI^@V f 々 


丁是 •体积为 


V x \ubc 


专， 0 <^^ 号， O^r^cos 2 (p^in J (pcos i ^sin' 0 . 

7 ff fct^pirVo^—m 〜 • • ^ f-f 7 . - ff 

i\<p J * d^r J r^cospsinycoY^sin^dr” ja 6 f j cos ip^xn 1 fdy J cos 1 、 


r {Jr(\ip 


\ f i r(4)r(4) 


i 一 2 r(8) 

利用 3856 超的结果， 


r(8>r<4) # 


r<i 2 ) 


3! 3! 7! 3! abc 


7! 11! 554400. 


2 2 

【4118】(子 + f )• + ( 子 ） =1 (x>0,3r>0tz>0). 


解題思路作变量代換 x*arcos^cos^, >r= 
则有丨 / 1 = labcv 2 cos 沪 sin 史 cos^u 且区城 V 为 


(pCOSipi 


解令 x = 


0<穸<号， 0^ r <1. 

「 ’^cos^u^y = Arsin Z 9?cos4，z = rrsin4 , 则有 I f cosysin^cos #， 且区域 V 为 


0<必<+， 0< r < l . 


于足•休积为 


J ? # 1 ? d 4 : 


-~a 6 r J ^ cosysin^d^i J* - cos 0 d^»= 


[4119 J 
解题思路 


:=x 2 + y : .z = 2(x 2 -hy 2 ) .jry = a 2 .xy=2a : .jr = 2y* 
作变量代换 2 = w(j * 2 +y ) ^xy—v^x — yw. J 1 ] 


=y ix>0.y>0). 


y = A J ^* z = u ( vll ' ¥ ~) 及…二音 


且区城 V 为 


解令 


r ) ， I )，二 v ， j= yu .， 则 


y/ vtl' • • z= u ( vui >J r ) 


变换的雅可比行列式为 


71 




解令 r = rcos ( p 9 3 ； = 3N2 = rsinp 则区域 V ’ 为 


a^r^b 9 子 、一 r >/ cos2<p^y^r \J cos2^. 


于是，体积为 


v= j: r Or 


— dy = ^(b^-a 

w/€snlf ^ 


I V cos2^ 和= -|*< 




「(+) 




利用 3856 題的蛣策. 


利用延拓公式有 r ( 


=-/2n. 


[4121] (x 2 4-y +^) 3 - 


解采用球坐标 i=rcosycos0， y - rs \ x \( pco ^, 2：= rsin#， 则区域V的了部分（第一卦 限内〉 为 


0<9^ 号 . 0<^^ 号 . O^r^atan'i' 


r •是，体积为 v = 8 J* cl^s j d0 [ 一〆 cos^dr=^^- p sil 


3 • 


141221 (? + 妥 + 夢 ) 2 = f 


解令1 = “厂(：0$^0054，>»=〜?^^0054,2：=^*^114.则区域7的~^部分（第一卦限内〉为 


I 

号 . 0<0 <号 ， O^r^ ( j^sirupe ur2 * ) T . 


这是由于•故区域 V 在 Oiv 乎面的上方. 
于是，体积为 


v=4 JNJX 


(r^ 


ibcr 2 cos0dr= 


4c 2 ab 


.JL # 


[* sin^cos^e 


=-^1 。 - 如 2 ， f = 

0 
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= 4 a ? 与球面 / + 


4 m 分成 两郎分 •求这两部分的体积之比. 
y = ^ a 2 的交线为圆周 
= 3a- 


H 科公共的顷点 （ o , o ， kh 球内位于曲面， 
V , = J dz I ] djd >' + | d ： 


u “， 

y 2 + oz = ia 2 下方部分的体积为 
|| dxd . y = I ttCIoz — J 1 ) dc - t - jt ( \ a ' 


= 2^- 


从而，另一部分的体枳 


! 1 + 12xa , — 


15 


37 


x/ 4 xJ 37 3 27 

V, = y n(2a) - T ^ =y ： 


ciz)(\： 


r 是，球被曲面所分的两部分体积之比为 





【4126】求以曲面 x 2 + y = a2 ：, z = 2 a - vV+y ( u >0) 为界的物体的体积和表面枳. 

x 2 + y 2 - a 2 , 

解两曲面的交线为圆周 1 


z=a % 


又曲面 z =2 a — y / x 2 + y 的顶点为（0,0, 2 a ). 于是•体积为 

V = | 6 z (| dj - d . y -4 - J dz JJ dxdy = J nazdz ^- | n (2 a — z) z dz = 

i 2 +y 2 j 1 十 y 2 <<>a-z > 2 

由两曲面方程分别可得 


J ： 


na A _ 5na 


$， V 1 + ( If )' 


dz_ -X 

^ yprj 

r 是，曲面的表面积为 


s 


- 

n 


-Ja 1 — Ax 2 - \-\y z drdy^ 丄 | •/26 l xdy = J 却 J \/l +4r 2 a 1 rdrH~>/2 ^； 


=^-(6>/2 +5>/5 — 1). 

【4127】求以平面 cii j -+6, y 4 -Ci 
为界的平行六面体的体积•设 


±/ii • aiX J rb t y J rctZ =±. h 2 % a 3 J + A 1i y + c ^= 士 /h 




“i 

by 



b t 

Cl 


b. 

Cl 


关 0. 


斛题思路作变量代换 

a\X + b x y J rc } 


a 2 x + b 2 y^CzZ=v, 


则有丨/ I 




解令 


，且区城 V 为一, h«h” h«h. 

^• + 6 l# y + C| r=Wt a z x +b z y^CtZ= v$ d 3 j + 6 Jt y+c 3 « = 


则有于^^=士 •且体积为 


8h'h 2 h t 

ur 


v = \\ 6 u W dv W iir du，= 

【4128】 求以曲面 (aix+ fri.yf C|«) z 4 (a 2 ^ b z y ^ c 2 z ) 1 ( aiS -{ b 2 y c ^ z ) ? 
为界的物体的体积.设 


h 2 


△= 


“I bi c\ 

a t b 2 c z 

fh O 


关 0. 


则有 


提示仿4127題的解法. 
解 令 a , J + A , 3^ + ^|2：= 
D (“ •卿 >= △于是 D (- 


D(jr^y 9 z) 


it azX^b 2 y^C2Z = , 

7 ^ — 1 = j •且体积为 

1 err 

V = 


a 3 j+6 3 > y+C3 


S=f( 


dudzxizv= 


) 


4t^ 

丽. 

(n>\) 


【4129】求以曲面 
为界的物体的体积. 

解令 ,r = arcosfcos 0. y = brsitupcos ^, z == crsin0， 则有 | J 丨 = cos#， 且区域 V 的 + 为 
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0<9^ 号， 0^r<A / ~ 


l ^+sin 2rt 0 # 


于是，体积为 



V=-l} f d^j-d 0 [v^^ 


a/xr 2 co^<pdr = 


， ff si 

J, ^ 


cos 2 > + sin ?w 必 


. 2 「 r m l 6(\-t 2 ) 

Jo t 2m + (\-t 2 y 


= Th nahc2 J ! j \^ 7 ^ = b ahc2 [' 


7dx 


(\-x) £ 

+( rfr ) 


3nsin 


abc 1 


作代换 / = 


利用 3851 题的结果. 


【 4130 】一物体位于正卦限 Oxyz ( 1 〉 0 ,> 0 > 0 , 2 > 0 >•并以曲面 


j ^： + ^7 + ^- = l (m>0./i>0,^>0) ,^ = 0.3>* 0,2 — 0 


为界，求其体积 . 


提示作变 f 代換 J = cos« <pcosm y — br ^ sin ^ ^cost^ f z = cr ^ sinf 少•則有 




mnp 


_ 史 sin ， <pco^m 


解令 


cos ^ 9cos ^ 0 % y — bri sint ^ cos •二 必， 


# •』 夺 Sabci-l.l. lcos l in | . s ； 

U(r • 妒， 0 ) mnp r 


于是，体积为 


V = f ; J: cos^ 1 ^sin^ 1 <pd<p • j cos- ^ 1 如 in 卞 1 tpdip • J rt' i f 1 dr 

• + B (士•士) .+ B (士 + + •+) 2 .2.2° 


Sabc 1 
■■■■■ ■ ■ • ■ • 


r (士) 「 (士） 1 r (士 + +) r (士) 


^ 了 r ( 丄 + 丄） 


• — • 


r (士+++士 ） “• 


p^- mp) 


_ abc F (士) r ( i ) r (+) 

nm + fip + mp p (丄 + 丄 + 丄 ) • 

、 m n p 1 

利用 3856 題的结果. 
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§8. 三重积分在力学上的应用 

1°物体的质置若一物体占有区域 V ,, z) 为它在点 （x，：y,2) 的密度，则该物 体的质 量等于 

M = JjJ ^ cLrd . ydz . ( 1 ) 

V 

2°物体的质心物体的质 心坐标 （■/•。，加，2：。）按下列公式来计算 

=丄 


Xo= M 

> = 去 J ' /0 * ydrd：ydz ， 


( 2 ) 


若物体是均匀的，则在公式 U) 和 （2) 中珂令^二】. 
3°转动惯置积分 


1„ — pz 2 dxdydz, /^ = |[ px : <Lrdydz, /„ = || py 2 d^rdydz 


分別称为物 体对生标平面的转动慣量. 
积分 


/, 




djdydz 


(其中 r 为物体各点 （XA ^) 与轴/的距离）称为 物体对于某轴/的转动 慣量. 特别是，对于坐标轴 () x , Oy ， 
o 分別有 

/l ™ /j, + /« * /y * /ju H- />. • 

积分 


称为物体对坐标原点 的转动 慣量. 
M 然有 

4°引力势积分 


!<, = + z J ) d . rd >» d : 


Jo = M 十 U + L • 


u { j . y * z ) — jj[〆 芒， 7.C) — 

V 

称为物 体在点 P(X,>U 2 ) 的牛顿引力势•式中 V 为物体所占区为物体的密度，且 


r = >/( 爸一 j ) 2 + ( 7 — y ) 2 十 （（一 z > 1 )• 

质®为 m 的质点吸引物体的力在坐标轴 ar.o^Oz 上的投影 X，y.z 分別等于 
ITT ” du iTT /?—v.^. i du 

• — 

其中 r 为引力常 1. 


X = cm zr- = cm JJ| p . Y = cm ^ =cm jj |p . Z=cm =cm jj[ /° d$diyd (， 

龜龜 龜龜 量釀 


【4131】设物体在点 M (: rod) 的密度由公式 p=*r + ：y+ 2 给出，求占有攀位体积 0<«r<l，0<：y<l 
0<z<l 之物体的质错. 


解质量以 M 表示，则按题设有 M= J ' dx J 6 y \[ ( x +^+ 2 ) dz -|-. 


【4132】若物体的密度按规律 i o= /0>e 4' /： 
域; r 2 +y+r>l 的物体的质童. 

解 若令 x = rcos < pcosip , y=r 


1 (其中 p>0 及4>0为常数）而变化，求占有无限区 


M = 




•則质量为 

dxdydz= dtp \ ^ poe h 


L 


^e'^dr 
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一 亨 J • :〆 de 4— I ^ r2 c 叫 :V 亨 2re -. dr = 亨 c * —争 J : rde 


4 兀外 

k 




8tca} 


f ； 


dr 


(士 )• 


求以下列曲面为界的均匀物体的质心 坐标： 

【4133】$ +杳=荟，内. 

提示作变 量代换 J = arcos 9 ， y=brsin<p, z—z. 

解 若令 j = arcos 史， y=brs\n<p^ r = z • 则质 M 为 

M = ab L dZ \ 2 0 d<P \ 7 o 

设质心坐标为 x u ，： y 0 ， z 。 ，由对称性知 :^=>» 。 =0 ,而 

ab 


rdr= 


Zu = s ? JX d 4 : 


rdr= 


nabc 

丁 . 


nabc 1 3c 


nabc 


于是，质心为点（ 0,0, 夸 ）. 


【4134】 


••)+/ ， x^y=a 9 x = Of y=0 


0. 


解 物体的质 M 为 


质心的横坐标为 
同砰可求得 ;V 。-#，而 


M= 

X9= b\[ xdx l7 d f d2= ^ • S-f • 


A =^ f : dj * JT d ] 广 z 6 z = b \\ (€-1心++〜-2"+2以一士卞 


o t 6^ f 2 

9 \S0 a ~^ a # 


30' 


于 it ， 质心的坐标为 • r () = < y () = ya ， z 0 =-^ a \ 

【4135】 x 2 —2pz, y 2 ~2px* x=-^-* z = 0. 

解 物体的质世为 M = dxj ^_ dyjf dz = s ^ fj\l ^ dx = g . 

质心的坐标为 


= Mf 
4 fM 


DJf d2= 




28 

7 


yo 


M 


J ? MX d * =o . 


2 d 2 =: Pl. 28 = A 


704 # y = \76 pm 


【4136】 ^2- + ^-4- p -= 1, x ^ 0 jy ^ 0 f z ^ 0 . 


提示 作变 f 代換 x= arcos<pcoSip^ ). = 6 rsin ^ cos ^ u 2： = frsin 4, 并利用对称性 • 

r — arcostpcosip^ y = brsintpcostp.z—crs\nip. 

M= J* d0 f abcr 2 cosipdr= -^-nabc. 


解 若令 
则质摄为 


于是， 

J* dtp j" T J ahcr 2 costp • crcosycos^dr= 命 J 。 cos^xl^ | 2 cos 2 如 a 2 6cr 3 dr 


J<) 


nabc 8 


利用对称性知，质心的坐标为 A = 
【 4137 】 x z +z 2 =a 2 . 


8 ，，f 




^ a 2 ( z >0). 


解 物体的质量为 M = d 2 | V ^ Z r dyj ' / ^ ? 


于是 • 


同理珂得 >=0,而 


「 yj^ 




ds =\ ( a 2 


2 -z 2 )dz- 


1 f - f /^- r 2 f y / J - t 1 

mL^J 


yj^j 


音“. 


于是•质心的坐标为心 =^.,=0, 々 


8 “• 


【 4138 】 •r 2 +y=2r. x^y=z. 

解由 =2^. 1 + ::所 围成的区域在 f 面^: = 0 上的投影为圆 （. r-lf + Q-lP 

若引用代换 x = 1+ rcos ^. . v 二 l + rsin ^， 


则质 tt 为 
于魁, 


f2i» f/T f2-r(co^^»^> r/2 〆 

(\d rdr 2 dz= 2 n (I --rr 

J o J 0 J J •! 乙 


) rdr = n . 


= MX rdr [: l 二 U 。十⑽ 咖:=十广一 0 ( 1 -今) dr ] 




网理珂得而 


1 ru rV? i rin r/T r 

—^4 册 rdr : cdz = t — dd 3 十 （ sin 夕十 cos ^〉（ 2r_〆 > 

M Jo Jo J l-tr<<MKNr^i - — CTZ Ju JO L 


rdr 


士 ， f 


于 iii .® 心的坐标为心 =、 y .. — 1 • Zt > ^ 


T- 


【 4139 】 (4 + ^- + ^ )' = ^ (j->0.y>0,z>0). 

解作代换 T = arcos ^ cos 0. y =/， rsm 95 COs ^ u ? = frsin 4 •则物体的质世为 


m = J ? M ? d 4 : 


abcr 2 cos0dr = \ a ^ c f cos '^ sin '^ d^j |^ T 




= Y ahc • yB(2-2) - yB(4,2) = ^“/H 


r( 2 >r( 2 ) m>r( 2 ) 


r( 1 ) 


r(6) 1440_ 


于是， 


1 • f "2 ， C/ 2 /,< f*? 

^ I dyl dip j r^cos* ^cosy?dr= I cos J ^ cos K #sin* 


= fS*T B ( 3 -y) B (T-y) = w'T' r (il) 2 ) 


^ Ci ) r ( i ) 


r(8) 


\ Sa : bcn 

—16 • 16 • 7! # ■ 
由对称件知•质心的坐标为 


H40_ 9it 
"^T _ 448 a# 


97C _ . 

448 a * ^-?48 6< 




【 4140 】 


• 2 十/,之=+ ( 1 2 十 y ), 了十： y =± i ， T — 夕=士 1 . 


解作代换： j ■一: y = w ， ，则有 


78 



M 十 




+ v z 

~ 


V+v 2 


ii 丨 /|= + 及区域 v 为： 一— 


“ 2 +z/ 


于是， 


L d “f, d ]5 

jwwS 


d 2 = T - 


<w + v)dz = 0. 


= tM, d “J\ dv J5 <v i 〉 d : =0 ， 

du \\ dv JS zdz= ^ dM l -. + w +” i> 心 


于 记， 质心的坐标为 


2u x + 


Ajr 




【4141】 ^ ~ = 1 .j=0,^ = 0.z = 0 (n>0.j>0,y>0,2 ： >0). 


解作代换 


2 上 / : 

7^ cosT y = Arsin :ycos" — crs\n^ip. 


W 们 /I 


pcos ， (fCOS 


T& 


=-^abc J d<p I ^ d^> J r^sin- 1 ^pcosi 1 y>cosl 


I* • 




商 . 


于玷 •质 心的坐标为 




a 2 be [' d<p J' dip f rcos^ ^jcos - >pr : sin - 1 <pcos^ ' (pcosi ' 0 sin« 1 ^d ； 


1 a 2 be rf 
= M~ J, S，： 


<pco^ 


T'^J 7 cost 




l B d ) • • 0 


(士) r ( l ) 


ubt 




同理可求得 


「(+)0 

「0(+) 


「0(+) 


【4142】求形状为立方体的物体的质心坐标，设此物体在点（ 
度等 T 

p =^ y ^ z ^. 


的密 


其中 （>< a < 1 •()</?< l -0< y < l . 
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解物体的质 M 为 




■•I: 




丁记.质心的坐穌为 

JV ^ il .[.! r M ' d, I '. .'另 d 4_ '•扫 dc = (- 卜 a K 1% n 一 y > (1 - °〉 

同邱呵求得 V, = /?. c ( . = y. 

求以下列曲面（参变轚是正的）为界的均匀物体对于坐标平面的转动惯 a : 


【 4143 】 

解 U = I ： d.p- dyj；；'^' rd^^j-dxj*" f， (l-f-f)Vv 

利用对称件可得 /.=^-. /.=^. 

【 4144 】 

提示作代换 j^-arcos^cus^. >"«/^^1195< ： 054.2 ： —< 了 5^ 叫，并利用对称性 . 

解若令 a —arcos<pcosip, ya/irsin^cos^uz^frsin# •则軒 






+ 1 2 Isimlsin/cos’/d/j cJ 广 | 長 + f I sin/1 simcos 3 /dr cos 2 ipd(p 
==2“ 3 A(|5+J ■ l J s in 2/cos ’ 山 ) cos 2 9 jd^；+ f 2 ( f sin 2 /cos 1 tdt ) cos 2 tpdtp j 

= 2 a { be ( I (-|-sin ^|- sin 4 yj ) cos ? yjd ^4 - | ? ( 4-. sin : ^? - ^- sin '^ Jeos 2 

= 2 O J 6 r (- i - I | f 5) = ^(105 B -92>. 

=J J f d^J ^ abrdr | (^rsin^)'dz = 2a6V J ^ d^j ^ v /1 —〆 rasin' yxJr 

~ 2 a 6 i c sin 2 (pd<p j * 2 | sin /1 sin’eos'/d/ = 2 «’’ 3 c J • 」吾 + J I sin' I sinfeos' tdt J sirr yid^) 

== 2 ci 6 3 c { + J ! (-^ sin 〜 ^-5 in , yj ) sin 2 ^ d ^?+ (-^ sin 、 j - sin ' 4 ^) . sin ' 

= 2^ 3 r (-^-^) = ^(105 n -272). 


141471 V 


解两曲而在 Oxy 平面上的投影为 # 


+ ; 一 2 


f 一 2f- 。 • 即 （f 一 l/ + (f — 1) ? =2 .若令 


土 = 


^- = 1 + rrosp, -^- = 14 rsiny, 


则得区域 V 为 


0<9<2n ， 0^r^>/2 . c[l+ "^ + r(cos9?+sin9 〉 ]<2^c[2 + r(cos93+s— > J. 


于是 • 


=J d^| abrdr J r 2 ▼ ” z’dz=+a 6 c 3 [ 6<p j r 8 - 1 - 12 r( cos<p-\- sin^) 4 6 ^( costp^ siny)) z 

■ 

— (1+^-) —3 ( l + -y ) r(cos 9 +sin 9 > 一 3( l + ^-j/Ccos^+sinp ) 2 dr= -^- 7 ra 6 c'. 

■ 

=J (\<p (* a 3 6 r( 1 + rQOS<py dr | ^ Az = a 3 bc | d^| r( 1 + 2 rcosy>+ r 2 cos 2 9 ?) ( 1 — ) dr 




利用对称性得 l^=^Kab\. 


求以下列曲面为界的均匀物体对于 o z 轴的转动 惯置： 

【 4148 】 z = x 2 +y 2 t 士 1 ， i — )= 士 1, z = 0. 

提示注意 /， = M ，并令 j + ： y= “ ， 1_3 »=认 
解曲面所界的均匀物体对于 Oz 轴的转动惯量记作则 /< = 


若令 


=U, JT—：y = v ， 则有 x = 


i/+ 


+ ir 


y = 




， a !/ i =4 •.于是 
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“=[ 爿(〒) 2 十(宁，中 ‘譆 

[4149] ^ 2 +y+z 2 = 2 . x 2 +y =2 ? (z> 0 ). 


解 若令 ^=rcos^f j = rsinp ， 则有 O^r^K « %/2 —r 2 • 

= 5f — -5). 

O 作代换 r=V?sin/. 

【 4150 】 求质鼠为 M 的非均匀球体/+/+/<尺 2 对于其直径的转动惯 M. 设球内各点 P(-r.y.2) 
的密度 j 该点至球心距离成正比. 

解 不失一般性.取 Or 轴在球内的一段作为直径.若令 

x = rcos<pcoSf/；^ y = rsin^cos^t z = 


则质 w 为 


M 


=J d^| ： r d^ij t^QOSip • krdr=knR' . 


1 MR^ 


由此得 A = ^ r . 从而.密度 P =* g . 于是.所求的转动惯 ft 为 

/,=厂 d 史 叫 "rcos ; 0 • ^T cos vM r= f^( J\ cos’ 、 卿 )( 厂 r : drj = 

【4151】证明 等式： /, = /,„+ Me / 2 . 

k 中 /, 为物体对试袖 / 的转动惯为对平行于/并通过物体®心的轴的转动惯 m . d 为此二轴之间 
的距庳及 M 为物体的质 M . 

证取质心为坐标原点 （). r 轴与/。取合./与 ar _ y 平面的 交点为 
•如图 8. 59所示，则 

厂= + b 一 

V 

J J + .v 2 )odv+ (f 4 - ^" ) |J p 6 v 2f j]j spdv 2iy jjj ypdv (1) 

山于®心在原点，故 々=>=()• i!p v ' 

Xn =^ JJ 0 及 > = i ? lll % dv= 。. 



((,"•(>> 


并 a m 




+# • 代人 （ 1> 式,*后得 


图 8. 59 


I, = I, n +Mcf‘. 

【 4152 】 证 明：占 有区域 V 的物体对过其质心 O ( O . O . O ) 并弓坐标轴成角 o ./3. y 的轴 / 的转动惯拔等 
于： // = /, cos 2 a+ I y cos'/? + I,cos 2 y— 2 K, y cosacos/?— 2K^ cos/3cosy— 2K^ cosacosy^ 

其中 /../、.，/, 为物体对坐 标轴的转动惯 S ， 而 


K , v = JJ pxvdrd^ds. K„ = J|j /xrzd_rd_vd2 ， K w = ||j 


为惯性积 . 

证如图 8. 60 所示.距离 

IOMXOA?! 


d = 


ioa? 



= w 


v z 

2 

2 X 

z 


2 


+ 


+ 


rcos /3 rcosy 


rcosy rcosa 


rcosc r cos /3 



图 8. 60 
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d.rd yd; 


jjjp • ( j : + y ) dj - d>-dc + cos* ， o | l| i o • (. y * ) dj-d vdc + cos */?|| p • ( x ' + z 2 ) dxd^dc 

V V V 

isccos^Jj /wvd-rd^ds — 2 cos/ 3 cosy J|| — 2cosycoso jj 

V V V 

ra+ / 、 cos:’ 々 + / ? cos 2 y— 2K JV cosacos^— 2K« cos^cosy — 2K^ cosycoso. 


证毕 • 


【4153】求密度为 p 的均匀阏拄体 
揋示利用4152題的蛣果. 


(• • 对直线0*=：^=；:的转动惯 S . 


解 线^= 3 ^= 2 通过圆柱体的质心 o ( o . o , o > a 具有方向余弦 


一=万•若取极傭 • 


则心 / r =* | d^J rdr | /3..(r 2 sin’9+2 J )d2 SK =(+7r“ 1 /* + 4jwr > /^) j ».. 

I y = J df J rdr f p„ ( r 2 cos^ tp-h z : )dz= ( -f , 

/. = I J rdr (" p .rdz^nha'p,, • K f> = | 6<p |* rdr f 

K tT ~ J d^j rdr (" rsinpzdz™ 0. K u = J J rdr J ^ p,.rcosy) 2 d 2 = 0 ， 

丁 W •• 利川 4152 @结果即得 

l, = / , cos /, cos*'^4 - / .cos*' y— 2K r> cosocos/?— 2 / cos^cosy— 2K U cosocosy 

jra'A + -l-yrti'/i ) = ^-nf\>a 7 h (<^4* ) = -^ (a* + ) » 

其中 JVf-2^.« ? /, 为圆柱体的质 B. 

【4154】求密度•为 p •以曲囱 </+ y + c 2 >••=“•’（•/••*+/> 

为界的均匀物体对坐标原点的转动惯 M . 

解若令 J ■二 rcos ^ cos ^., y ^= rsin ^ xos^.z = rsinp ， 则对坐坏原点的转动惯 M 为 

/, = J J ^ d^» J p> • 〆 • r cos^>dr= U J ' 

* ) 利用 2282 題的结果. 

【4155】 求密度为 p 的均匀球体 f +if + f 彡矿在点 (. r .> 2 ) 的牛锁引力势. 

提示取 （托柚 通过点 P (* r ._ y . z ) •即 6 获解. 

解由对称性显然可知•所求的牛顿引力势与心 V •(轴取的方向尤关.今取 （)（ 轴通过点 P (* r , >•，= >,即 
得牛顿引力势 


4n/> ^ 57T ° _ irV/> 

5 # 32 8 • 


y^z) = 








v/n + (卜十 


=〜 r dc 




# + 7: + W 


其屮 r = 


: 2 .枳分之•得 

u(j ^y^z) = 2np^ [ ( y/R ? -Zr^—r 1 — \ (—rl )d^. 


由 


f K v / R - — 十十 rr - \ R - r \ n = i 2 

T 


R A —+2 rR . r > R . 


r +2 R 2 , r <, R , 
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及 


fK ( 2Rr. r>R^ 


因而，最后得 




Tr nR1 ^ 


r 〉 R ， 


[27r/>j [R 2 —-^r 2 ) , r^R. 

由 以上结果可以 得到下面两个 推论： 

(1) 在球外一点上的牛顿引力势，与将球的全部质 M 集中在它的中心处时 一样； 

<2〉如考察一个内半径为反而外半 径为沁 的空心球.则它在位于其空隙处的一点 （ r < R > 上的牛顿引 
力势可表示成差 

= u 2 (j ： t> y,2) —U] (j,.y*2) — )2?^ — ( 尺 f )2npi,=2n(Ri )fk,. 

它 4 /* 无关，故空心球体在其空隙范围内的引力势保持一个常数值. 

【4156】 求球 壳层抝 <#+ 17 2 +<<拓在点 P(_r •: y . z ) 的牛顿引力势•设密度尸=/(尺），其中/为已知 


函数 • 而尺 + Y + f • 

提示仿4155題. 

解取 Of 轴通过点 P ( x ，3^)， 即得牛顿引力势 


m ( 


•之)= |[ 


/( 






其中 r = y - f - y - fs 2 . 
若引入球坐标，即得 


心•卜一 J>JX "一; 


COS</ ； (l0 


+ r 2prs\iup jK » •』！••• ^/p 7 +〆 一 厂 sin0 

2w J: 〆 f(p) ( — ^ Vp z + r* — 2prs\rup ) *^ dp B Zn 〆’(/?) { 一 H — (p+r)] 

卜开 p/(jO)dp ， p"> r, 

4 七 ^ ： f(p)dp t ^>< r. 


合并之，最后得 


u(j-*y 9 z)=^n f(p)m\n ( *p)dp. 


【4157】 求密度 p 恒定的圆柱体 f + 在点 P (0,0 c ) 的牛顿引 力势. 

解若引用柱坐标，即得 




rdr 


Kpo 


= 2 npo 


V z + ( 卜汾 

I: [ w+(?wu]df 


= 2 , J 。 Vr 2 + (^—z) 


df 


-z) : 


in| (C_ 2 ) I + Va 2 ^^-zY — 


( r - z ) c 一 z | 


= 7T|0n ( (A - 2> y/a 2 +(/l^Z> 2 +2 y/a L +2^ — [(/l — 2)|/l — 2 ： |+z|z|] + a 2 ln 




Z = kfh ' 


-Z+ vV+z 2 

【4158】 半径为尺质量为 M 的均匀球体 f + < + 以怎样的力吸引质童为 m 的质点 P (0, 

解引力在 Or 轴和 Oy 轴上的投影为零•即 X = y = 0, 而在 Oz 轴上的投影为 

_ . ( - S - — _ 3 f (卜〉 d ? 『——柳 

〜 [叫 +( 卜 )2 > j R 


rn 


+ ( 卜 fl ) 2 ]7 
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H 


0 


\Q — o\ 


2i ： km^ J ^ sgn(f—2^/zi^. | ^ ^ .f 当 


? : — 2«(+r 


2 <+Y 


n . - MVI 

n F ^ > = T ^ - 

分别求述网个 积分: 


当 尺时. J sgn( a)df — — J d (二 一2 i ?, 

当 fl</? 时 , [' sgn(f-^)df=- df+J* d?=- 2 tf 




丄 r Ar _ n f 1 

2a ' ^ ^-2 a ^ a 7 ° J 


= 一 


=— 


w U “ C +“ ? 2u 】 只 VR 7 - 2 d 


~2 a^+a 




hL 斜 “ ; 一 2 狀 +¥I 二 


VR 2j ra 2：z 2^ 


当 时. 将上式右端分别积分.得 结果： 

[士 </?,+ 一 2< ^ • T + ^(-^)- 2 斜，-叫 I 二 

当 “</e 时•枳分得 结果: 

占抑一 “):* 一 (u + fO J ]-^^[(K- a 卜(尺 +“)] 一夸 . 

T 姑 • 当尺时•则 Z= 2nk ，= - 尺 • = 一 


当时，则 


Z=Znkmpr (一 2“+y ) = — + »^’/^ = 一 a. 


从以上结果玎以得到下面两个 推论： 

( 1>位于球外的一点 Q 彡 K ) 因球体而受到的引力相当于将球体的全部质 fi 集中在它的 

中心处吋受到的引力•引力的方向朝向球心； 

(2) 对于•在球里面的一点 ( a < iO 来说•引力与 R 无关•其大小与 R ^ a 时的情况一样，即在点 P 外面的 
球壳部分对 P 点的引力为零. 

【 415 9 】 求密度为 p 的均匀圆柱体 f + 对单位质质点 P (0.0. Z ) 的引力. 

解 由对称性知，引力在 Qr 轴和 0： y 轴 t 的投影为苓 ， EP X = Y = 0 .若引用柱坐标，即得引力在 Oz 轴 
上的投影为 


Z = kp >、 


•A 

•» 


— z)d\ 


〔# + 7 ? + (<- z ) 〜 


Cr +((-z”〕t 


= 2 咖 、 J r 「 


v /7 TF 


-+(h-z) 


开 Wd 心心 d ! 

pJdr =2 nV -[ v / a 2 + z 2 — v/V + U 2 - \ z \^\ h ~ zH . 


蟋知 • 


当 0< 2 < 令时 ， Z >0 •此时吸引力朝着向上的铅 垂线； 


当时， Z <0 •此时吸引力朝着向下的铅 垂线： 
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当■时， z = o •引力为零. 

【41 6 0】求密度为户.的均匀球锥体对位于其顶点的单位质 M 质点的引力，设球面半径为尺，而轴叙面 
的扇形的角等于 2 a . 

解由对称性知•引力在 o . r 轴和 o >_ 轴上的投影为零.即 x — y =0 .若引用球坐标•即得引力在轴 
上的投髟为 


Z = 


:d_rd_yd2 = 々 p j" dtp J ^ cos^sin^d J (lr= knRfh 


§ 9. 二重和三重广义积分 

r 无界区域的情形若二维区域是无界的•函数 /(^ y ) 在区域 n h 连续，则 定义： 


|J/(-r.>^dxd> >s = lim :J / (•r. > y)drd > y. 


其中辽是可求积有界封闭区域•并且它们组成的任意一个竭尽递增序列'若右端的极限存在旦与序列 
a 的选抒无关•则相应枳分称为收 敛的； 否则称为友教的. 

类似地定义出连续函数在无界三维区域卜.的三 m 广义积分. 

2°不连续函数的情形若函数 /( x,>o 在苻界封闭区域 rj 内除了点外处处足连续的，则 定义： 


|]* f(x»y)dxdy— lim || f(.r*y)djdy* 
n i n r. 


其屮 a 足包含点尸的以 e 为 ft 径的区域•并 a 当极限存在时•所研究的枳分称为收敛的 I 扣则称力犮散的. 
fly 定在点 p (心 6) 的邻近有等式 


/(u> 


_ <p(x.y) 


其中闲数 Vh ： y ) 的绝对值足介于二正数// I 和 M 之间•且 

r = y /( x ^ u ) : + ( y ^ h ) : . 

则 D ^f a <2 时，积分 （2> 收敛； 2> 当 u 彡 2 时，积分 （2) 发敗. 

若_ y > 冇不连续的线•也可类似地定义出广义积分 （2). 

不连续函数的广义积分的槪念易干引伸到三®积分的 悄形. 

研究下列具有无界积分域的广义积分的收敛性( 0 </^|^(^.^)|^.^)： 


【4161】 


( pix , y ) 

ix tJ ry 2 y 


dj ： dy. 


解题思路注意到广义重枳分收鈥必绝对收敛. 


由題设知，所给积分与枳分 r y 同时收敛或同时发敉 . 由于^是正的，从而引用 


极坐标•即可知所给积分当 p >\ 时收敛•当时友散. 


解由于 




Yli < _ M 
: y ^( x 2 + y 


再注怠到广义重枳分收敛必绝对收敛，即知枳分 


莽㈣ 


K 域的竭尽递增序列足指这样的序列 a • 对任息卍锒数 ^n m czfi n l .fi[jn.=n. 
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与积分 Jf 


y 


dxdv 同时收敛或同时发散.由于 


_ 2 +y 


7 是正的•故引用极坐标•得 


(乂” jx 天 d 叫/> 


， p>\ 


由此 si 知，原积分 


< p ( jr ^ y ) 


+ 00 ， p<l_ 
7 drd ： y 当 p > l 时收敛，当/< 1 时 发敗. 


djdy 


141621 nf^nr-urxi-H^n* 

解由于被积函数是正的•并 a 关于 ar 轴和&轴都对称•故 
• r dxdy r- f - d^dv 




rfc)(L rfe)- 


j •• ( l+ijiou + bh ) u u (i + .« ri ，）（ i 十 bi v ) vJo i + jM \ Jo i+y 

由 Him〆 y ^ = l •故积分 f ffp ： 当 〆 >1 时收敛，时发散 4=1 时 & 然也发散 G j ^ = + oo ). 


因此 • 




r 


心_;有限数， 

1 + X ’ I + QO . 




有 限数. 


p>U 

q>\. 


山此可知 • f f … 


d.rdy 


[4163] 


vF ) 仅 1 ^ P > 1 且 g > 1 时收敛•其他悄形均发散 


(1 + 


) p 


dardy. 


解 


仿 '1161 题，可知积分 JJ 与积分 jy 

，鼇 龜麄 mM ^ 


djdy 


) p 


M 时收敛或同时发散 


山 r 敗枳闲数足正的•故 


J ( T ^ Tk ^ 


W :: 


dx 


^ =2 £ dy \ 


±r 


d+x 2 +yv jo ， j 0 (1 + j 2 +y )， 

由 i ； . ao<^<i 时•有 


f : 


dr 


故 


r 


(24-x 2 ) 




dx 


(2 + j 2 )^ 
若 A < 0 •则有相反的不等式. 
对于€/> 0 ,由于 


< 


Jf n 


d-rdv 〆 r ,( 4 A dx 


(若 p <0). 


+y) 




( 1 +? 


( p >0). 


lim 


)产 


故积分 ^^^ 37 当/ >> j 时收敛.户<+时发敗.实际上，此积分当 p =~| ■时也发散，因为 

f .- dx 




— ln(x + 


+ x 2 ) 


山此可知 ：积分 
时发散. 

[41641 


dxdy 


( 1 +/ 


djd^y 


&•从而•积分 jj 办当/时收敛，当 


I …讣 

解由对称性及被积函数的非负性•有 


( p >0. q >0). 
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JI 


_dxdy__ 


(Lxdy 


I [ 玲 +4 


dxdv 


n i n z 

其中 A = { ( j ：，; y ) | j > 0 ， y > 0 , j + 3^1 . x A 4- y <2 > , n 2 = I ( x , y ) I • r > 0 ， < y > 0，_r + > y > l ，: r 7 * + y > 2 } ，令 

a = { (-r,^)i^0,y>0,^+y>2} ，易知，当 a :>0, y >0, x ^+ y ->2 时必有 x+ ： y>l( 因若 r + yCl ， 则 

必有 o<_r<i ， o< ： y<i, 从而 •(X^ci.ogyci ， 这就会得出 / + y<2), 故由于 Q 是有界闭 
区域，故（丨>式右端第一个积分为常义积分，因此，广义积分 

IT 


IxK + bl 


的敛®性取决于广义枳分的敛散性，在此积分中作变 M 代换 1 = 


*T sinV^f 


则易知 


D ( x ^) 

D(r,d) 


•Wssinl-Mcos 卜久 


于是，注意到被积函数是非负的•得 

J^Ty = ^ Jo T sini " ^ cosf 4 十 3 枳 

n 3 

由 3856 题的结果知，右锎第一个枳分 

(/>> 0 . 9 > 0 ) 

愤收3[，且其值为 + B ( + •士沁而第二个积分 

C 4 十 , dr 




j + 《•一3<-1(即士十+<1>时收敛，当 j 十音■一— 1(即女+ + >1)时发散. 


综 


fTi ^ fe 仅当+ 


<1时收敛. 


— 批办 


卜.所述，可知广义积分 J [ 

_ J … • 

斛 设此枳分收敛，以/表其值.先设； ><1 .令 

{ (*r,«y) I l<J+y<2rm ， —2mr<i — >^2wr J • 

O'n = { ( jr * y ) [ + —子 Znn^x — y ^：2 nn ). 

(Vn = { (: r ， y) 2” 穴一子 <i+y<2rm ， 一 2nic<i 一 j^2w 7：( • 


其中”=1，2.3,…，则显然有 


df 7 1 


1. IT ^ii 


UT ^ y dxdy=h ll m ^ 


从而， 


lim 




I ^ y dj:dy ~ S . uT 7) 


^dxdy 


= 1—1 = 0 . 


( 1 ) 


由于 


:os(x—y) —cos(:r + ： y)= ，今在 （ 1) 式左端的积分中作变量代换 1 + >^=[/ ，了一 ：y = v (即 


: y 


?) ，并注意到識 = -+，胃 


dv=~nn f" 
J Znr 


COSU 


du 
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而 




n 1 

p>0. 

\y/2 (2mrK. 

TT 

if 

/ <0. 


山此可知（注意前面假定 /><!) 


! j . m J 


(•r 中 jy) 


^dxdv= — 


此显然与（ 1 >式矛盾. 
现设.令 


仿上.应有 


= { (- r ._ v ) 1 2 nn — — 2 n»i p ' ^ x ~ y ^ t-Kn 




(s+ y y 

% 

但另 一 •方面，和上面一样•作 代换 •!* + >»= M，_r — 7=1 •后，有 

fT 


( 2 ) 


JJ (J+y) 


fdrd 尸-抓 ） H $ d “. 


同样•由 


即得 


r ㈣ 岭」— !— 
i . If sinjsin > 」』 


此显然与 （2) 式矛桥. 

综上所述•可知：不论/>为何仿•积分 JJ ^^" g drd 夕都 发敢. 

产， >1 I J 

【4166】 证 明 ：若连 续函数/&，：>0不为负及 S ,( W = K 2 .…）为有界闭区域•并旦绀成区 WUS 的任意一 
个蝌尽递增 / T •列.则 

JJ /(x*y)dxdy sat limjj J'(.r•y)d.rdy, 

这里左锎与右瑞问时存总义或问时无 s 义. 

证取定一有界闭区域的序列文（，，一 1,2,…） • S ; C = S / 2 C ： … CS : C ： … CZS , 且 C ) S \ = S 由于 /( i ,>0 在 

n = I 

S 上非负，故枳分序列 HV ( J ^) drd ; y 是递增的，从而•极限 


t m S f 


(^ 9 y)dxdy 


存在（是有限数或是+ 00 〉.我们要证 lim ||/( x . y ) d . rd < y =/. 

宄设 『 为有 限数. 任给 €>0, 由 （ U 式知，存在 N • 使当 ”>/^ 时•恒有 

/- C <|'/( J -,> r ) d J - d ></+ c . 

又存在 ”" ，使当 n > n , 时 • 次 〕 5 'v . 从而 ，根据 /(1，30 的非负性以及 ( 3 ) 式•得 

JJ f { t % y ) djdy ^ /( J . t y ) d . rd < yl > f —£. 

另一方面，对每个固定的 n>n G 又必存在某个充分大的 ION) 使 S ； b =DS b . 于是，再由 （ 3 ) 式得 

(x 9 y)djdy ^： IT f(Xfy)dxdy<I^e. 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 
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由此可知 • 当时，恒冇 


— 6< J f(j.y)dxdy<CI 


故 （ 2) 式成立 . 

次设 /=+oo . 任给 AC>(K 由 （ 1) 式知，存在 /Vp 使 


f(x.y)6xdy>M. 


又存在 A ，使当时 • 恒有 S.DS ； • 从而•此时有 


JJ f (j: .y)dxdy^ jj /(j.>r)dxd v>*M, 


故 （ 2) 式成立 . 证毕， 

【4167】 证明 


lim f[* sin( +y )drd < y ; =»r» 


然而 


lim i| sin( +y )dxdy = 0 (« 为正银数） 


证利用极坐标，我们有 


;in(x z +y ) (1.2 (1^= J d6 ^ rsinr 2 dr=7r(l — cos2fi7c) =0 


= 1,2, …）， 


sin( j 2 +y )dxdy x 0. 


但由对称性•有 


jj sin( j- 2 )dj-d.y= 4 || sin(x z )djdy=-1 J d_yj (siru* z cosy 2 + cosj： z siny >dr 

l/IO r<xC* 

\ y \ K 9 

= 4 (| cosy 2 d v ) ( j si or 2 dr ) + 4 ( J COSJ- 2 dj ) (J siny) =8( ( COST 2 d :)( J : S iru ， 2 dr ) 


根据 3830 勉的结采，可知 


从而，得 


r * wdx== i cosT2dj= YVf • 

lim f s\nx 2 da:= lim f cosj 2 dx= 士 '/ 令 • 

J n •-♦•Jo eye 

!im jf sin(x z +y )d.rdv = 8 • - 


[4168] ifli 明： 尽管累次枳分 


收敛，但积分 


J, dr L (r^/y dy & L d 4 

JJ (PTy^ d ^ v 




发散 • 


证先证两个累次积分收敛.我们有 

\7 ( frh 6y= r 


n • 2 y^y 
Ji T 0^+7 


2〆 


I : v 

2y(/+y) 2(/+y) 


y — 

1 


2( x - + v 2 ) 


( 1 


\ • 


1 r- dv X 2 - 


同理（利用已算得的结果） 

r 、 r 尚 

故两个累次枳分都收敛. 

次证积分 


' dv J, (y+y) 2dj= ~r (一 办 


w 


发散.为此只要证积分 


H 


2 -y 


l^rdy 


发散即可（因为如果积分 （1) 收敛•则绝对值积分 


-y 


必收敛.从而•在小一点的区域 t 的积分 


(r’+yv 


x 2 -y 


drdy 


• 2 + y > } 


dudy 


史收敛.山此可知.积分 （2) 收敛）.由于 

J OVdid 尸 j : 


JT ? 〜 


仿上 • 利用部分积分法.荇易算伢 

「 J z - y l ,_ x g 

Jt (.r + v 2 ) 2d：V _ 2v(x 2 +y> 


: M ：^ 


dv 


2(/+/) 


j * 


2 ( 


2 l - 


故 


■J: (■^TT + i) dr- ， f- arc,an/,+ T 


ln/r 


( W -^ DC ) f 


+ 1 

山此可知积分 （2> 发舣. 

注息，也可用反证法证明枳分 n ) 发敗.假定积分 （ l ) 收敛.于 tt •积分 （3) 收敛.但恒行 



J 2 - V 2 


(V + y > 2 


d ^ = j , dj ir !<PTyFi d ^r 


dr 


故 （4) 式中两个累次积分都收敛.又由前面已证不取绝对值的 两个累 次积分 

!, dx I, u'+}y Ay 与 j, d ^l, rf+yF dj 

J u'+^y^ dy= I," dy I, ( .?+/V Ar= f, 

这是不可能的.证毕. 


都收敛•故知 


计算下列积分（参数是正 的）： 

【■】 J 煞. 

解 由于被积函数非负•故 /= JI J ," JJ , 




而当 （/ >】时， 


J 


人 ^ = £ll 

+ y </- i . 





(注意，当时，此积分发散，从而 ，/=+ oo 〉； 又当 P 〉 g 时， 




l dx= 


Cp-q)(q-\) m 


(注意，当/ ><(/ 时，此积分发散 •/ = 


综上所述，可知 ：当/ >>^>1时 ， Jf ^ 


【417(，】 J 1 


(/> 一 g )(<7 一 1). 


dxdy 
(i + W 


解由于被枳函数非负，故/ = 


djrdy 
(x + yV 


= w : 


dy 


(注意，当/ ><1 时，积分发散，/ = 




【4171】 


dxd 


II 仏了〒 


解采用极坐标，由丁•被积函数非负，故有 


^-= r - d 4 , -^ 

—r 2 — V 1 Jo Jo ./I - 




dr ^2 n ( 




[41721 


drd 


提示，注意到被积函数非负，采用极坐标即可 获解. 
解采用极坐标•山于被枳函数作负，故有 







/»〉1, 

/ < i , 


[41731 


|T dxdy 

JJ /+/• 


解由于被积函数非负•故 


J 帶 =E:d7=2j>j7 + ■ 南 . 


由于 h j ^+7 = i arcian ^ I r ^[ f ~ 


arctan 


= H [ 


7 T 


(0]_ 


?)] ir + 2 r 1 ^ 1 4 ) ^- 2 r - 


其中 


iim — 


_ x 

,n ( 1+ ?) r 1 + ( 1+ ^) , 

- -Iim --- = lim I —- — 

x 一 0 1 … 0 \ /+〆+ + 


下面计算积分 f 


dx 


. 为简单计•记“= %/ W — 1沁=$•则 


… 士 （/十 


(x 2 +6) 2 -(ax) : 


42 

_1__ 1 f x+a 

(x* +eij + 6)( j- 2 — ax + 6) 2ab\^jr 2 ^ax + b 

1 f 2s+a 

+aj- + 6 


a 

TTb^ 


lx — 


4 


+ b —ax^b —ax^rb 




dx_ = 丄厂 •…. 

2 1 \ub Jo • 

y — — 


2,r+a 2 j —( 


十 “j • 十 6 x 一 c/j 十 6 


dj *+M: [7 


+ ax + b x 2 -ax + b 


dx 




2s+u 


V J4h—u z >/4b —a 2 J\b—, 


arclan 


2x~ 


J\b 


一 ，广 零 


0 + 


2n 


^ 2b V^b-J 2 .^^|_ (7 2-1) 72 - VTiTT 


VV2 


>/2vV2+ 1 VV2- 


_tt Vv/ 2-1 72 x V2(V2-\) • 


故 


= 2 J: ——— ~~p*n v/2(>/2-l) • 


【 4174 】 j| ewwdrdy 
解由 f 被 A 函数非负.故 

JJ e- <x - v, da-d„v- dxp e-*” ，， d ： y= J C e*'cLrJ ’ e v d>= j ' e "dr=+. 

变换为极坐标 . 计算下列 积分： 


【 4175 】 


nx: e 〜、 d * 


揋示注意到被积函数非负•采用极坐标即可 获解. 

解由于被积函数非负.故采用极坐标就有 

二 1 厂 心 d ， = JTH7 ^ rJ dr=2 n (-|e - ： ) 

【 4176】 | | e' <y2 * >2, cos(j z +y )dxdy. 

提示由于 k - u 2 「 v ^ cos (* r z +y )|< e〜 2 *A •利用 4175 題的结裟知所给积分收敛，对它采用极坐标 
即可获解. 

解由于 |e … 2 ••山 co S (i 2 + ： y 2 >Ke *， 2 ” 2 ，，而 


收敛（参看4】75题），故 


\'S> ”峽 

J' ■厂 e , * 2 , * 2 , cos( J - 2 +y )d.rd^ 


收敛.从而，采用极坐标就有 
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J I e -: ” 2 > cos (: r 2 +)， 2 )d_rd_y= d 沒 f re r ~ cos^dr—Tr J e _r cos/d/ 


/ sin 


— cos/ 


1) 


，） 


=JL 
2 . 


【 4177 】 「 • J e-^- >2, sm(j 2 -»-y)dxdy. 

提示仿 4176 题的解法. 

解由于丨 + 而积分 j " 「 e … 2 心#收敛（参看4175 题〉 ，故枳 

分 f f 二 e ^^' sirKP + j ^ drdy 收敛.从而，采用极坐标就有 

n e — 1 ’’ v2> sin(j 2 +y 2 >cLrd;y= f d 汐 | re" r2 sinr 2 dr=n [ e s sintdr 

-on Jo Ju Jo 

/ — sin/ —cos/ -, \ I f f k 

= w ((- i )-- m 2 e )'—— 


计® 下列 积分： 

[4178J 丨 f # ,2|24, ，’，， 2,2 心*^0心办.其中0<0, ac - b 2 >0. 

J —or J —«wi 

解我们有（令占— 6 2 >0./ = 1 + +夕） 

< p(a ^ y ) — ax 2 ^ Ibxy ^ cy 1 十2^/:+2^+/ 

= a(x 2 + ^xy 十 5 •夕 2 ) 十 q £ -^ y 2 ^ 2心 + + / 

= y ) + Ay +2 dj +2 o •十 /=“/ 2 + A ： y l +2 c /(/- 

=u ( r， ' V f J )~?■ + f [ y+ 1<«- W )>'+ (ae ~ bd)1 ^ 

= “( ， + 手 ) 2 + 手 (: V+ 


) + 2。+/ 

( a^-bcjy 

aS 




其中 


_ d ^_ Ue ^ b ^^^ af(ac _ h2) _ d2(ac _ h2) _ (ae _ bd)2 ^ 


= \ iacj ^ b z f — cd z — at 1 + 2bde ) = ^ ^ 
o o 


这里 


a b d 


今作变摄代换 


则 < p ( j ：, y ) = — u 2 — V 2 +)3 •又 



her . 


着 

d e / 


( /ZTZ-. 

,b >J—a ,d y/^ 

a 

u 一 v ax _ 

^ a y+ a 


• / s 

.1 d ae — bd 


• 

y+ V . ^ 

鬌 

D(x,y) 1 

1 

_=丄 

D(u^v) D(u^v) 
D(x,y) 

y/ —a —— v—a 
a 

4b 


o 士 i 



( 1 ) 


故线性变换 U) 是非退化的，它将 （or j) 平面的点与“， v) 平面的点一一对应.于是，利用4175题的结果，得 
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ni: 




^ ， d ^ = zr， e e 

[4179 J 「 e - (> j ) drd y . 

7^ i >x 

提示注意到被积函数非负，采用广义极坐标 x = arcos 9 ， y ^ brs \ n<p 即可获解 • 
解作广义极坐标变换1 = = 由于被积函数非负，故 


’ ； dwdt;= -—：• 




( j *^ djdy=J dO \ abre ^ dr =2 nab [ — -~- e '^ 


= — ab . 


【4180】 f j : x ^ e " < 4 十 > )dxdy (0< U |<1). 

解作广义极坐标变换1=^/*(：08^，^ = /»;^必，则有 

/= f :仁 ^e-(7^*"^)d^=j；-jr |.^ Vsin 2 ^e 

由于 I r 3 sir »2 伽-， 2 " + -^ I '• "•而积分 


-〆•! 


dr dd . 


( 1 ) 


rr 


Mi 


drd 0= 


f>r 


r^e 


- r 2 <| 


dr 


= ^\ v ^ c ' r? 


: ，" dr < + 


故 （1) 式中的二 S 广义积分收敛.于是， 

/= ya 2 ^ J 2 * sin 2^£ " 

伹是, 


dr . 


( 2 ) 


r 2 (卜 • 


c\r 


=ir 


/ e - K »^ c « W > 山=一 


2( l +« sin 2 沒） 


卜一 叫二 - r 


d / 


2(l+ € sin2l9) 


f ： 


d / = 


2( l + csin 2«?) 2% 


故 






sin 2(? 


1 +£ sin 20) 2 


f \ e =^ ra l b 2 


J：c 


= - ra 2 b 2 


I ； 


<14 csinw) 
sinudu 


dw + 


i ； 


1 +csinw) ? 


da + 


J? 


(1- esinu ) 


1 f esinw ) 

d “+ r 


du 


(1 +esinM> 


dw 


2,2 " M sinudu ‘ ff siniidii 
U (14- csinu ) 2 Ju (1 — csini /) 2 ^ 


(3) 


但是（作代换 “=4 一 


ff s\nu6u 1 rf 

1 1 

da - 1 

1 1 

Jo ( 14-csinw) 2 € Jo 

1 +csinw (1 +csinw) 2 

dU C Jo 

1 + ecosv (1 +ecosx；) ? ^ 


dv . 


同理，有 


sinudu 

Jo (1 — csi 


Ho 7 'j 


esinuy 

根据 2028 题 （〗） 和 2063 题的结果，可知（当 0 <Id <1 时） 

dx 2 


( 1 — ecosv ) 4 


■ 

dv . 

■ 


f 


i +ecosx y ] 
dx 


arctan 


(VTT^ lan f) 


+ c . 


(4) 


_ _ __ gsinj 

F ~ _ ( l -€ 2 )( l - f ( 


jarctan | y |-^ tan 


(l+£COSX) 2 (1 -c 2 )(1+6COsx) • 1+f 一 Y 

(注意， 2028 题 （1) 和2063题中假定0< 6 <1，但从其推导过程可以看出公式(4>、(5>当 _ l < e <0 时也成立）. 
于是， 


(5) 
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J? 

J: 


sinudu 


(1 ~€ sinw ) 
sirxudu 


VI -€ 2 


va-T 


(i-_ 


)， 


vi 


arctan 




i 2 (\-e 2 )i 
€ 2 


Vt ^： 


- g2 (1-r 


) 


VI 


l+e 


从而•由 （3> 式得 I = ia 2 b 2 


但对 仃何的 o :>0, 有 


Vl-e 2 (1-€ 2 )T 


1 ^arctan + arctan 


故 M 后得 


= i a2h2 ( 


、 JL ，一 ^ ea2 f,2 
T) 了 — 2(l-e 2 )f 


/ F 1 ?" (1 -€ 2 )t 

研究下列不连续函数的二重广义积分的收敛性 (0< m ^| 9 ( x t ^) I ^ M ) 
【4181】式中区域 D 由条件 确定. 

n 

解显然，为图 8.61 中的阴影部分.由于对称性以及被积闲数的非 
负性，采用极坐标就有 

其中6表图 8.61 中射线 CM 与 Ox 轴之间的央角，抛物线: ys / 的极坐标 
sin ^ 


方程为 r = 
由于 


e ^ 



lim 


^ i , 


^0 


s\nO 


= lim 


匕 ) 


cosO 


ln ^ 

sin ^ 

■」 


m 8.6 i 


0, 


故积分 In j 舶收敛，从而，原积分收敛. 


【4182】 


S 


U 2 ^ xy + y 2 y 

斛由于 X 2 +^+y = y ( x 2 -4 -y ) + y ( x +> r ) 2 >0 (当 ( I ， y ) ^ (0，0> 时） • 

故 , 21 ' TT 7<7 J 乂 ) 4^7 (/ 厂■ ■- M 7 - 2二 (当 （ u ) 关 （0,0) 时）， 


<x 2 +xy+y)^(j 2 +jy+y)^cx j + 
再注意到广义*积分收敛必绝对收敛，即知积分 

(T 


x 2 +xy+y 2 


djrdy 与积分 


J 


dxd V 


+ xy ^ ry 2 y 


间时收敛或同时发散.山于当（1，^>#(0,0)时>，采用极坐标即得 


d-rdy 


d0 


Cr 2 +, 


y 


(1 + jsin 2 沒) 


f 1 dr 


J ： 


dd 


(1 + 如 sin2 沒 ) 


为常义积分，其值为有限数.而 


L 备 { 六， 


p<li 
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由此 呵知： 原积分 


< p ( 




【 4183 】 


( v J ) ? 6 xdy 当 P <1 时收敛•当 命 1 时发散. 
d.rdv 


s ^ y 1 

解由 xf 称性及被积函数的非负性•有 

IT dxdv 


( p >0， v >0>. 


•xT + Lvl 


卜 J 舞 


cirdy 


+y 


+y 




dxdy 


+y ， 


(1) 


其中仏英 { ( y ) \ J -^0. y^O . 2 - y ^, \ . . r p + ^ 2 p 7 } • /7 2 = { ( r . y ) I x^O , y^O . T'h y ^\ . 

2 々 ” •令 /^ = {(丁.夕）|1>() •: v >0,^+ y <2 ，”，易知，当时•必有 1 + 夕<1 

(附:』>0，分0，？+，<六，故^<^^<^,，< 2 士<+,从而，_1<如3<如由此知 T +^<1). 

故 n t = a . 由于函数~7^在有界闭区域上连续，故（1〉式右端第一个积分为常义积分.因此，广义积分 

x w 十/ 

的敛散性取决于广义积分 Jf TTTfy 的敛敗性.在此积分中作变 tt 代换 

，• • • V & 丨 f) 3 

s = ri cosf^t sini^t 

则笏知 D ( ( r ^)' = ^ r ^^ ' sin ^ 、㈣ h 

于足，注怠到被积函数是非负的，得 

2 2 . r < vrr ^ 2 t 

>in7 1 ^cos7 ! ddd J r7" 7 'dr. 

山 3856 题的结果知，右端第一个积分 

jj sinf -, ^cos7 l 0d0 (p>0,q>0) 


T djdv 1 p 
.J x^y 9 pq ic 


tS 收致， flK 值为 + B (+ • + 第二个积分 


jrn 


卜 dr 


当 K - 3 〉- 1 (即士 • 

综上所述，可知原枳分 


十 M 时 ㈣ •当时发敗 • 


d-rdv 




;当 


尹令〉 1 时收敛，当 t — 发散 


I 4184 J 


U ； 


y ( x f < y ) 

u-yl 


- djdy . 


m 由子并注意到广义宽积分收敛必绝对收敛，巧知 

积分咖与黯 n ； T 7^ 

同时收敛或间时发散.由对称性及被积函数的非负性可知， 

n ;^= 2 jf 


d j d )， 
汐）， 


(1) 


当 户<1 时， 


SS；S 

从而，由 （！） 式知 K 


cUd )， 

T- y y 


= Sl ^Slu^y = S m of^^ 


(l-p〉（2 — /0. 


|x-yl p (l-p)(2-p) 


.因此，当/ >< i 时积分 户 收敛 • 
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现设 /)>1 •首先，我们有 


若户 =1 ,则 


故 




lim 

[-♦4-0 


0<.v<x 

djrdy 

ix- y y 


_ 

^~ y ) 


«• 


dxd^y 


=JW 


U - y )^ 

0<y<i—c 

- dX - = f (lnj—lne)dx 
o j _ y J t 


= a\na 一 a 一 alne^ 

心办 = — e 一 alnc )= 






由此可知.此时 上％ 发敢;若 p = 2 .则 


tArO 


^xdy 

(x-y) 


故 


lim 


r f: Mr (7^7 = r (I — 士 ) cb •十 

J 玲^(乎-卜 . 


由此吋知，此时枳分 f f rj ^ Tp 发敗； 最后，若 P > 1 •/>尹2，则 


•釗 

dardy 

(7 




从而， 


( p - l ) e " 

- L . 


( 『诗 )+f 


1 )( 广 2 )a 户 


cLrdv 


(x-yV 


由此可知.此时积分 H 发敗. 

综上所述，可知积分^ 当 P <1 时收敛， P >1 时发散. 


【4185】 


解由于 




c >( Jf v ) 


(1 


— ^ — 


y)p 


djrdy. 


m 


^ \<p(x^y) I ^ 


M 


( i - x * — ✓广 （ i - x *- y ) 广 （ i - j * 
再注意到广义販积分收敛必绝对收敛•即知 


”， 


枳分 


if 


袖 与积分 


dxdy 


( i - i 2 - y ). 




同时收 敛或同时发敗.采用极坐标，由于被枳函数 


J 


dxd V 


(1-x 2 


(卜； 幵 是正的，故 


r C a ^7 ^ dr=2,r Jo cl ^ 


rdr 


r)，（l + rO 


y 2 < 


由于 


lim i\-rV 


(l-r>Ml+r ) 炉 


= 2 


故积分 f 


rdr 


( l - rr ( l + r) p 


当/ ><1 时收敛，/>>〗时发散； S />=1 时•有 

J ； T^7=-yin(i -^)|； = +oc 


( 2 ) 


故积分也发敗.由此可知•积分|[ 当/><1时 收敛； 当 p >\ 时发散. 

十， 2 <蓮 

【 4 186】证 明：若 1>函数 〆 hjy ) 在有界区域内 连续； 2) 函数/( I )在闭区间 
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A 上 连续；3〉/><】. 则积分 d ^- J " 收敛 • 

证首先注意，由于/><1•故积分「对每个固定的 ie [ u . A ] 恒收敛•（若/(乃6[6，扪此 
为瑕枳分，点 /( W 是瑕点，由于/><1 •它 收敛； 若 / U ) e 〔6』〕，则为常义积分，当然收 敛〉. 再根据 9 { x , y ) 
的有界性， 即知： 对每个固定的_!^〔《,4〕，积分£ < |7 t ； T ~^ d ： V 都收敛.令 

F 面我们证明 F ( r ) 是上的连续函数.若已获证，则积分 


W: 


< pia ^ y ) 


— d 3 » = J F ( j ) d_r 

X l /(« r ) 丨.今将闲数连续地延拓到有界闭 


\ n ^- y \ 

栻然是收敛的（右端为常义 积分） .于是本题获证.令< 

矩形上（只要规定 

\ ip ( r . H ). a < x < A . B < y^B + 2 c . 

( p ( j ^ y ) = { 

、 cpijr ， b 、. b — 2 c ^ y<ib 

即 " J >. 延拓后的函数仍 i 己为妒 (* r ,> o . 由于 9>( i •: v ) 及1/(了>一:，都在尺 t 连续，故有界 R — 致连续：存在 
常数使对一切•有 

\< p (^. y )\< M . 1/⑴一: ynM . (1) 

仟给 e > 0 •存在而 > 0 ( 取忒 <( 专 V—’ ） • 使当一心丨 < 衣 • | 夕 ■ 一力 |< 而（（々 .y t )^R.(.r ， .y 2 )^R)^t ， 


\< f ^) •>， ） 一.夕：） l<e， (2) 

I l ， ^-|/(- r I )-^ r ^ |< c . (3) 

又山 /(•!•) 在 「 Ci , A ] 上的一 •致连续性可知，存在办 >0 •使当 U ,- 心 |< 糸 （ Xi . AeraM ]), 恨冇 

l /( j ,)-/( j - 2 ) l <^. (^1) 

令孑 =minUi, 灸 } • 于是 • 由 （ 2 ) 式可知：当 | 1 ,- 1 , 丨 < 占（ 4 , 1 :€[ 61 ， /\]) 时，对一切 6 -(< ： >< 8 +:,恒有 

lf(-ri ^ y + f ( x \ )) 一妒 (a .«y+/(^2)) I <c. (5) 

现设1々一心丨<5,(1|,心€[“,>\]).不失一般性.设/(1 | )>/(1 2 ).我们有 


F ( xi )- F ( x 2 


=1： 

= r ,,v 


l/(ii)-：y 


j f ® 9< o •: ^y) j 

^ y ~) b l / C -)- vK d * V 


< p ( X \ ，!/ + fjj \ )) 


du — 


y \ 

J b fix — 


cp ( ♦ W + /( Jj )) 


“I 


du 


<cix x ，“ + /(o*i )) — <p(jr z ，“ + /(Xz 


J 卜 / 


I 


J: 


•“ + J (^\)) 

~ uT 7 




tf >( J 2 ， “ + /( X 2 )) 


“I 


dw 


= / J -/ 2 + / |f 


其中 /|，/2，/ l 分别表上式中的三个枳分.易知 （ P <1) 


du 


( 6 ) 








—[<-^>*，一(一彡) 1 ”], 


P 


P + <- a ) 


r <0<^ 


从而，在任何情形下均有 
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而 3 同号时，有 




\： Ttb - rh\^' P - {o 


(7) 


( 8 ) 


于是•由（5>式、（1>式及 （7) 式，得 


I/. 


,<£ ['’ 命 < 7 ^ (|/ "- /( 心〉 | 卜 … 卜乂 ⑹ 1, 


2 M e 

1^7- 


(9) 


下面估 it 若 n - tu ,)^ «-/(々>同号，则由 （1) 式、(8>式及 （3) 式，有 

⑴叫 :::::: T^ = T^' IB-/(-r 2 )l'—|/^/(x,)| 


< 


Me 

一户 


若 B - J ( t 2 )^ /i 一 /( 了【）异兮•即 B -/( x , )< 0 < li - fLz 2 ). 由于 |^一/(々）]一[« — /(心 )]-/(. rj 


- f (. r ：)< d l ，故有 | B —/( 1 ,>|<衣.|«—/( 1 2 >|<衣.于是•由 （ 7 ) 式并注意到次 <(f ) T 

fh /<r.) A ti M M 

Jii /o,> u 1_P i 一 P 

所以，在任何情况下均有 


•即得 
Me 


)< 


—P 


问理，可得（在任何悄况 


… 〈告. 

i/j< 馬 


( 10 ) 


( 11 ) 


于是，由 （6) 式、（9〉式、（10>式及 （11) 式，即得 


1 + 丨/:丨十 i /, i < 浩. 


由此可知， F ( j ) 在上（一致）连续，证乎 •• 


计算下列 积分： 


【4187】 


JI ,n T 7 


+y 


drdy . 


解采用极坐标，由于被枳函数非负，故有 

In ^ drdjy= J | rln -^-dr= 


一 


rlnrdr 1 


2 ,( 


y 


lnr 


J: +十 


7 T 


【4188】 J : d . rJ : 


dv 


(ci>0). 


v(a 一 x )( x 一 y ) 

解 「 dj 「 办 ” 「畢 • 

v (a — x)Cx — y ) J ° y / a — x 

作变 M 代换1=仙，则 


w 士- 


y/a — J 


•I 

= 2a 

, < 


ld“ = 2“B ( 音 .+ )=2 “「（ 2 「 ) 二 ( 2 Lb •+ [ r ( j)] Z = 加 . 


【4189】 [[ lnsin ( jr -_ y ) cLrd ： y ， 其中区域 是由直线 .y = 0 .y = j *， j * = 7 r 围 成的. 

n 

解作变 M 代换1 = « +仏夕=“一 I ，则 Oxy 平面上的区域 n 变为 ㈣ 平面 h 的区域 fi '. 显然 / y 由直线 

DU , 


= i ；， u =0， w + i ;=7 r 所界. 又有 


D ( u % v ) 


= 一2.于是，再注意到被枳函数非正，即有 


lnsin(x*~ 3 , ^ J 2 jj lnsin2vd“dy= 2 | " dv J lnsin2zxiu 
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=tt ln2 — 


y ,n2+2 f .： 


= yln2 + 2^(-yln2)= 
) 利用 2353 題 （ 1) 的结采 . 


一 2v)lnsini/di;+2 2/lnsin/dr — ^rln2 + 27r _ Insinixli ； 




14,901 i 舞 

提示由关于 Ox 轴的对称性与被枳函数的非负性 • 采用极坐标即可获解 . 


解由关于 Or 轴的对称性 与被枳 函数的非负性 • 采用极坐标，有 


djrd^y 



I ' d 叶一 dr =2 [ ' cos 細 =2. 


硏究下列三重积分的收 敛性： 


14191] \] 心 <ydc • K 中 0<",<|子(1汐4>丨<.从 


解题思路 仿彳 161 题，所给积分与积分 


) ; 同时收敛或同时发散.注意到 


: ^ z : ) p 


是正的，采用球坐标 rcos<pcosip. v= rsinycos 少 • 2 = rsin# • 即可知当 />> 十时收敛•当 


I 时犮散 . 


解 Itl f 


7^\(. r : + V :+: 2 f 


W 注总 到广义 ® :枳分收敛必绝对收敛，可知 

积分 JJ 与积分几 

同时收敛或同时发敗.由于被积闲数 ( 7 十 J ■ ; :~)7 是正的•采用球坐标 


dxd 


— rcos<pcosiJ}. y = rs\n<pco^iJj. z — 


J U^T^y " T d ^J-4 COS _fI r-^ = U I,； 



显然 


• J: 当 p>~| • 时收敛， /< 音时 发敢； 由此 "J 知 


，（. r ， g ) 

+ y + 〆 ）々 


d.rd. V d^Sp> + 时收 


敛. >1 彳时发敗 


【4192】 


• v .:) 


： ~^6sdydz 茛中 0<"i< | 史 (.r ， z)! 


提示仿 4191 題，并采用球坐标 . 

解和 1191 题完全类似 （迠 参看 4191 题的解题过程）•易得 


cLrd- 


+ z 2 )^ 


( . r : co . s ^^ j ^ 



显然 


■ 时收敛 • 当 />>+ 时 发散； 故『 


7 d.rdydz 当 />< +时收 


敛时发散 . 


+2〉 i ( 否则 ，就有 x^i •从而 ， j’<i . y < i ， z r <i •于是 〆 + y + z r <3) ，故 ^ = 


r * 

仏•显然 .Jj 


dxdydz 

〆 +>.々 + 〆 


为常义积分，故积分 


_ dxdydz 

loT + lyh+UI 


7 的敛散性取决于 


|]T dj：dydz 


的敛散性.对此积分，作变毋代换 


con^<pcosii/j, y=R^ sin 会 z—R^ sint 0 . 


则易知 


屮 O 音 


^sinr 


1^1 


于是，由被积函数的非负性，并利用3856题的结果•得 


1 sinf 1 如。 s [ ^、咖 • L 7 sin ^ • L 〆 十 


PQ r 


> d ++).+ B (+ •+)£> 十卜 


= i R (+•士 + i ) B (+，|) tn +- 3 说 

由于积分 J 7 AW-，dR 4+ j + | _ 3< — “ 
一 1 时发收，故积分(从而•枳分 f 


即士 


■^十 a 时收敛，当 

dsdydz , 1 . 1 , 1 




了 ^⑤汴 〉 当尹令时收 


敛•当士++++>1时发散. 


14,941 J ； J ； J ； 其中 0 <W<1/( ^. Z)I<M •而 < r 〉 和是闭区 


间 [0,( i ] 上的连续函数 • 

解 由了- 

_ m _ < _ |/( j ， y ， z>l _ < _ _M _ 

{ly-<p(x)Y+iz-ifi(x)y {iy-<pU)] 2 ^iz-^s)y r 、 {[»>] 2 +i>-0(i)] 2 r ， 

并注意到广义重积分收敛必绝对收敛.即知积分 

m * f ( x , y 9 z)dxdydz 

o {[y 妒 (t)] 2 +[2：— 必 (i>] z } p 


与枳分 


fH _ dxdydz _ 

Jo Jo Jo {[y —〆 《 r )] 2 + [: r — 〆: r >] 2 } p 


同时收敛或同时发散.由被积函数 


<[，-9⑺？ +[" ⑴]: r 

f* 1 f- [ a _ dsdydz _ = 「 

jo Jo io { Qy — 炉 ( ： r>」 2 +[sr — 4(oO w 2 } p Jo 


的非负性，我们有 


F(x)dx. 


作变愤代换 


从而.有 



Z - iP ( x ) (J 固定） 

---=1 

D(u.v) • 

D(y.z) 

(ludv 


先设/><1•令 （= 01狀（|^0>丨十|0(了）丨>,则由（1)式知， 


0< F ( j )< 


dudv 

TTTTv 


c.-r> 2 


dudv 

T TV ) 


广 r d ° c ^ 务 = 六[知 + f)]2- 、 


即 F (. r > 有界（实际上，仿4186题的证明过程还可证明 F < x > 在上 连续〉 •从而 ， f F ( s ) dx 是常义 


积分，显然收敛.由此可知•此时积分 


口 - f _ dxdydz 

Jo Jo Jo { [y — + [:— 必 (I)] 2 } p 


收敛 • 


次设这时积分 <2) 可能收敛也可能发敗 ，分两 种悄况 讨论： 

(i ) 若不存在这样的 ■ re [ Od ] 使“同时成立（例如 # U ) 或 4 ( 1 〉的值完全位 
于 [ O.a 1 之外；这时•对一切 0 <* r < a ， 0 <>^ a ， 0 < z < a •均冇 ：连 续函数 {[> 一少 ( 了〉 ]’ + [2 — 0 (. r ) ] 2 }^> 0 . 
从而，积分（ 2 > 收敛（这时是常义积 分〉. 

( II ) 若存在这样的点使 “同 时成立 ； 山 p (. r ) 与的连续性•必存 
ftiK 数 e 及 闭区间 /« C [0. u ], 使当 ae /。 B，t •恒有 € < 少 (1><“ 一 £ , € <# 了） <“ 一 € ，从而山 （1> 式知 ：当 
/。 时，有 


F ( x )^ 


diiHt； 

TTTTv 


_ dadx ; 


= \ y e L ^ = u L ^ = ^ (注意 a ”. 


即当 •!•€：/,, 时忸有 F (* r > = + oc •由此可知•积分 p F ( i ) dr 发敗.于是，枳分 （2) 发敗 • 


综上所述，可知：积分 


fH _ f ( x , y , z)dxdydz _ 

Jo Jo Jo { [y — y(J)] 2 +[z —〆 《 r)] 2 }’ 

当 p < \ 时收敛；当 p >\ 时•若不存在 • re [0 .ci = 使•则 收敛；若存在 』€[0•“]•使 
0<# j 0< ci ,0<# j 0 < fl •则发馼. 


141951 


dxdydz 

l«r+ ： y-*l A . 


我们有（注意被积函数的非负性） 


d.rdydz 

r + « y — 


r ^1. 


Jtl<l 


d . rd_y J 


djd)’dz 
r + y— z) 1 


(x+y~z) p 


+ 2 


II d+[ 

ss ; 

一 ， &l 


dz 

(x-ry— z) 


27,4*2/： 


其屮 / t 表第一个枳分 ，/ 2 表第二个积分. 
若户<1，则 

I / | 十 11 


ck _ (. r +>+ n l p -(^ + y - l ) 
( x ^ y-zV 


( x + y ^ l ) 


故 


_ P 


一 P 


T <1. 


j 


U + y ^ iy ， drd . v ， 


[(x+^+1) 1 声 一 (x+rl) l -，]clrdy 


^< x < l . O<vvl 
r ^ y >\ 

显然 •/, 与 / 2 均为常义（二重）枳分•当然收敛.因此，当 p <\ 时•积分 


d . rdvd ^ 


J : 


4 - y 一 z 


收敛. 


苦 /»>】•则当 1+3^>_ 1 时， I '*' 
cJ . rd . yd 2 


dz 


| j + 厂 rl 


，故 〖，=+ oo •又显然有/ 2 >0•故此时积分 


.r-b y— z\ 


发牧 • 


计赛下列 积分： 

【刪 n : r 樂. 

解由于被积函数非负•故 

['['f djrd^z = p dxP^rcJr^ __ 
Jo Jo J<> x p y q z f J«> J ^ Jo Jo z 9 (1 

注总•若 P ^\ & 或 r > l , 则 

rrr d^dvdc 


p )( l -</)( l - r ) 


(若 / »<Kc / < l - r < l ), 


m 1 dxd^d; 
•， jc p y H z f 


【4197】 


+ s 2 ) J - 


t * >\ 


揋示 注意到被积函教非负•采用球坐标即可 获解. 
解采川球坐标，山于被积函数的非负性•葙 


drd 


， 2 +y 


%y = \[ a co^\ { x ^ = 2n • 2 H. 


[4198] 


I 


d . rdvd ? 


(\- x z - y z - z z ) pm 
m 采用球坐标，由于被积函数的非负性•有 

Jf (i m”7= |T f f cos ^£ U^y dr= ^L (T^ d, 


作代换/ = 〆 ，則当 P <1 时•有 


从而 P <\ 时•有 


: rr ^ dr = * H : /l(1 - •卜 广). 
1 


注总 . ft : .则 fi M /=+ co •故此时 

jjj djdydc 




i\-x -y -z 2 y 

厂厂 e-dUdrdyd:. 


【4199】 

解采用球坐标，由被积函数的北负性•有 

「‘’「’ ]*— e- <j2 ”U l drd ： yd Z = J ：， | T s cos0d0 T re"" dr = 47r f 


e ” dr . 
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作代换 r=t.m {'' + WdF+r ( + 卜 + r( j — 令 . 


于是 • 


【 4200 】 计算积分 


厂厂 I' C - i> 2 ^ Z ^^d.rdydz = iil. 

ri:r: 


P ^ i - X 2- X 3 > dx , dx 2 dx i . 


其中 ， I 2 ， J 3 )= 芝] 5 ] a., Xi x p ( fl v =〜） 为正定二次型 • 

»=i j -\ 

^11 ^\1 ^13 

解用 A 表矩阵 a t \ a it a23 

^11 ^ 32 ^33 

% 3 

由于二次型 ^ ^ A〆 , A 是正定的•故由高等代数中关于二次嘲的理 论知： 存在正交矩阵 


使 



^.1 

b 、 2 

办" 


b 2i 

f >22 

bu 


63 . 

厶 J2 

by , 


! 

Ai 

0 

， ! AB = 

0 

又 2 


0 0 A, 

«屮也即在线性（正交〉变换 

=^11 x\ i byiTi^b^s 
J 2 ^ f ) 7{ x \ + A 2? J 2+6 23 J 
J -3 =^.1! ^ b ^ x 7 + by % x 

之 F , 二次型化为甲•方 和： 

1 i 

P( Ji .x 2 tJT)= ^Aixr*-f +A3 Xj ? . 

#-1 广 i 

注意，由于 / ife 正交矩阵，故'(尔表/ 3 的«苒矩阵>.从而，|川=|\| = 士1.显然， 

D(Xi fJl ) 


D(xi tx 2 ♦ j 3 


I 〜 I = ±1. 


由⑷式，有 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


J • J •厂 e 〜々 .Vdr,dx 2 d.r,« 厂厂厂 e. 十严如 》;. (5) 

再作变 tt 代换 〆 =^=^¥=+1^乂=-^吣，则^^^ = ^ = .于是（注意4199题的结采>, 

TaT v/aT >/a ： D( U] .u 2 , Ui ) 

jt ? 


n:x 


dx 2 dxj 


\f Ai A2A3 


rrr > 5 + 


• ir 3 > dui d“2d“i 


v ^ aTaTaT 


( 6 ) 


但由 （ 2 ) 式知 （ i 己 〜 | = | A | •注意，由于 2 E 是正定的•故 △〉()） 

-I 

I • Iai • Ibi 


A=\A\ = \B 

于是.根据 （5)、（6)、（7) 诸式，最后得 


(7) 


r ： j：r 


、 dxi dx 2 dx 3 = 


3 = V?- 
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10. 多重积分 


多重积分的直接计算法若函数… • A ) 在由下列不等式确定的有界区域 X 2 内是连续的 


• )(1^. 


fX 2 ，… )^ jr m ^ x [ Cjr t 9 x 2 ，… jjr m x ), 

其中/和 Z 为常数，: ^( j ; >•/( j ,) •…， /( j , .0-2. —， J 2 •…， A - i ) 为连续函数，则相应的 
多1积分可按下列公式来 计算： 

[1* … [/(JM ， 1 2 ,… ， jOd^dycLr ， 「 dr, 广'丨 dy f(x x , j* 2 . 

2° 多重积分中的变置代换若 

1) 函数/(々 ，^，…， a ) 在有界可测区域/2内是一致连 续的； 

2) 连续可微函数 I ,=弘 （6 , ft , … ，乞〉 （* = 1,2 •…， n >, 把 Or , J ” … . a 空间内的区域/2 —一映射成 
,&••••,& 空间内的冇界区域 〆 》 

3) 在区域 W 内雅比行列式 / = 化 ' ^::: ，二 : 卜 0, 

则成立公式 

IL …1 /(心 • Jz JT n ，■** I /( 色•备•…， 6 _)l r dfid & … (1&. 

特别是，根据公式 

，| — rcosp ， 

J? = rs\n<p t cos^ • 




fsinp - 


sinysinp ? cos ^ 

rupz ••• sin ^ 2 sin < p m 

变换成极坐标 ( r，p •矜，…，於 -丨） 时，有 

卜 2： r ,， W ) ， sin . 

【4201】设 K ( u ) 为区域/?0<之<6^<>^<6]内的连续函数，且 

K,(x.^)=J J ••• J fC (•r，/ l 山 > … K(u>d,i df 2 … dr ， ， 

证明： K .-. r , ( x . y ) = J K „( x , t ) K m ( l , y ) dt . 

证 

= J:H fCCUi ) 尺（ 0… ， "/C(f ,zi )X(2 ： : ） “. 尺（ 2„ • 夕） d/| dr 2 •••df^drdzi dz 2 

=£ { [£ £ 以 ^〉/^/,，/:)…/^/,“)#^…〜] 

• TJ J ••* J* K O ， z_ >K(z 丨， z ：； J-.-KCz.] j df 

= J & K m ( j ：, t ) K m O , y ) dt . 

【4202】设 /=/(々，_ r 2 ，•••，•!•■〉 为区域 0<: r ,< i(i = 1，2,•",/!) 内的连续函数，证明 等式： 
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j cLri J 1 d』 2 … IJ 1 /d、= J dr, J* djvvj* /dx, («^2). 

证考虑下面三个有界闭 区域： 

>0= I (ii ， *r 2 •… • :■) 丨 = 1 ， 2 •… •/? I • 

ila = { (xi fJT2 •…， 

= { (:1 ，：2 •…， 

由假定 /( o *, ，… ， a 〉 在区域 rrt ： 连续 ，©然 ，/} iCn . acfi •故 /( j , 在 a 与 h 连续.根据化 r » 欺 

枳分为累次积分的公式•我们有 


^ J ^O^JTf ^Xi , ••• 9 0^x m ^x m ^ { J , 
)I 0^ ： X m ^X,T H ^ ： x m 丨 <1 ，…， 


JJ"^ ••• J /d-r s —dj-. — J dx, 1 dx : -* | /dx,. 


JL J / dj *' , ** d - r - ~ j dx - j dj^-i … J /dxi. 

下证仏 ， 亊实上 ，若 （A •"•.• rjefi ,, 则 


(]) 


( 2 ) 


( 3 ) 

⑷ 

( 5 ) 


由此 4 知，…， a ) ea . 反之•若 （ A ，…，则 （ 5 ) 式成立.从而， （ 4 ) 式显然成立，山此又知〈 3 )式成 
立，故 （ a •…乂>6 刃,，于 m ,= a 获证.由此，冉根据 （1) 式与 （2) 式，即得 


| dj-, J ! dr? … J ■ 丨 / dx , = [ u d - r . dj”-, … J, /dx,. 


证毕. 


[42031 证明： J : d /, [:’私…^/…/…卜广…〜在占^/⑺办厂其中/为连续函数. 


提示利用数学归纳法. 
证证法1: 


我们有 


J df, J ' d/ 2 … J: 1 f(r t )/(/?) —/(f,)d/. 

= J /</i )d/ ( J: /(r:)d/ z … J: ‘/(，- 丨) 山. I J" ' /(^)d/.. 


令 F(5)= J' /(r)dr. 由于 / 是连续函数•故 F'(s) = /(s) .我们有（注意到 F(0)=0) 


'/(/- I )d/„ -, £' ' /(/.)d/,. = ^ ' FU„ ,〉/(，•-, )d，,-, = ]*广 F(/,-,) 

= y [ F (/.- 2 )] z , 

由此 

j: /(/.- 2 )d/ B 2 J[" 2 /(/.-, )d/.-,£" 1 /(“ 〉 d“= J:: 3 + 〔 F(“_ 2 ) 〕 z F ， (“- l )d /"- 2 

= J \^ F(tn ，〉] 3 ， 

參 

參 

这样继续 F 去， M 然有 

/(/ 2 ) d / 2 - /(/■• mj’r /(“) dr ”= ( ”」 n j [ F (，, )]"-■• 

/(/. )d/, P /(/ 2 )d/ 2 -J^ 1 /(/.)d ，， J: (；? j 、 〉 ! [F(，,)]• 〗/(/, )d，i 


= y [F(r - > )]z 


于是， 


107 



从而， 
证毕 • 


= <^T)lll 〔 F ⑹产 F' ⑹私 = 去 [ 則？=忐 

('户 ， J 1 dv j^ 1 /(h >/(f 2 ) …/(~ 〉九=士 {J^/(r)dr} • 


d/i • 


证法 2: 

用数学归纳法证明所述公式.当 n =\ 时此公式显然成立.今设 n = k 时公式成立，要证 n = k +\ 时公式 
也成立.我们有 

| /(/| )/(“） … /(/*♦’） d“+i = J f ( t \ ) ^ f ' dv .|: /( f 2 ).../(“+i ) d /* + 

由于假定公式当 n = k 时成立，故 

| 0 '山 2 … J 。* /( r)drj . 

从而（令 F (5>= £ /( r ) dr , 则 F f ( s )=/( s )), 

d “ … J :* /(“)/(/ 2 h ”/(“*> i ) c^M = J / X / i )- /( r ) dr | d /| = [ F ( ri)]*F '( r ^ d/i 

= F( ' . )] … = ??^TTT {L /(r 〉 dr r ’ * • 

因此，所述公式当 n = k +\ 时成立.于是•由数学归纳法知，所述公式对一切正整数 n 均成立.证中. 

计算下列多重 积分： 

【 4204 】 ( 1 ) J J … J ( j "5 +J：! + … +:rj ) d:ri dj ， … dr , » 

•L «L ••• J 。 （A+* r * + .H+ z *)* c ^ r id < rz".d*r ll . 


( 2 ) 


提示< 1 〉化成累次枳分即可获 

( 2 ) 将被枳函数展开，化成累次积分并利用本題（ 1 >的结果. 


解 （】）\ 1 * 1 (• r f+"^ + m+* r 2 )d ： r idJ 2 ".d*r II =[ d-Tj J dx 2 ••• | ( +oi + …十 jJ) cLr„ 


=dxi 


J。dr 2 ". J。( jf +:r5 + … +*rU j )dx■ 
|^d-r2 ••• L (+ j| H - H xl-i + j + j ) d j •- 


—▼零零 - 

3 • 

(2) |* J* … J ( 工丨 +x 2 + … +jt_ 〉 2 d*T| cLr 广 - dr , 

=J dxt J dx2 ." J"。[(xf 十 十…+* 1 ： 5 ) + 2 ( 1 |工 2 +*^ 13 +...+ 1 | 1 ” + 1 * 1 3 十 ".+12 
H - hxaJnH - h J.-, jr.) ； dr,. 

=Y +2 Io dj：， 1 如 2 … J 。 [( 工 | 工 2 +… 文 >*0 + ( 工 2 幻 + — +12 冬 ）<- 

= 号十 2( 宁 + 甲 + ". + | )= ， 

* ) 利用本題 （1) 的结果. 

【 4205】/„ = IJ … J cLri dr 2 •••(Lr,. 


•r 4 


+ 1> 


解 解法 1: 
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化为累次积分，有 ^ dx , cLr r "f 
我们又知 

r -.〜 d _ r —〜:h 


(ni - J ： n-2 一 A-i )dr R 


= T (a— - x *-2〉 2 ， 

r -^-3 1 , 

T ( n 】 


= ^r(a —J| _ … 一 《 r_-3> 3 ， 


这样继续下去，显然有 


* XI dx 2 j 7 1 ^ 2 cLr ,..- 


于是 • 

解法 2: 
我们有 


J 。 dj -'Jo dx - = (^T)T 
= Jo <^ T ) T < "- J -' r " ， d - r * s = S - 

j ； dx, |7' 仏…厂 、 - ， dr” 


II 


在右端的逐次积分中舴 代换： J 1 -aci ,* T 广 略， …， 4= 此， 

即得 

In • a " d ^, ^ d^J ?i *■ 、 d $.= a " JJ … J dftdft …抵 = a " /„(1)* 

f ) ••“ 人 >0 

w 叫 •<' 

W 中 Ml ) 表示当 a=l 时积分 /. 的值. 

另一方曲，我们冇 

/” u )* j 1 你 JJ … J 拍 d 石…啦,-, = L 

l| >o.f i >o.....| j| >o 
vv — va 1 -心 


反«运用 h 述循坏公式，可得 


于是 j 后得 I . = = T . 




U 2 


【 4206】 | dj| [ 1 d ， 2 … 卜】 

Jo Jo Jo 

提示化成累次积分或利用4203越的结果，均可获解. 

解 W ? d 々 — J " ' :丨 w-dx ， J 。 dx, dx 2 … ^ J ~ 2 - y x > x 2 

= £ 心， r 乜… j ”+. 

= … = 丄 • J - ! ——「 X ；--I dj = - 1 - = -i- 

2 4 2(«- l ) Jo ! 1 2.卜2« 2- n ! - 

* ) 也可利用 4203 題的结策 I 接得 

£ dri r d W :’— 1 阶"威 = 吉0) -= ?^ 
【 4207 】 1 “J v^i + *r/ + … +; dxi dx z — dx,. 


解作代换 


J! = W l ( 1 — W 2 ) f 





• r 2 ~ u 2 ( 1 — m 3 ) 


J--I =“1 W2—Wit-l (1—i 


则由 X X ^0, X 2^0, 


>0，：!^ + JT 2 + …知 ( 

1 ~ U 2 “2(1 — “3) # - l/t li 3 •••£/,.-! (1 

— u\ u\(l — ui) •••a ： uz (1 

0 U \ u?. … 


=1，2 ，…， w ) ，且有 

- u 2 «3— 

“ n ) U \ a 3 ”-“， 


0 0 …… M 2 … "”-2(1—10 wn 2 U n 

0 0 ••• 一 Ui i U\ ••• w,,-j 

如在每一列的元索上加上所有以后各列相应的元家 ，则 在对角线下面的全部 元索都 等于芩，而在对角线上 
的元索就等于1,…，…心，… ，…… ttc 因此•得 


于是，最后得 


K 十 j 2 + … +:• dj ] dx 2 — dx , = J J ••• J ui Y -丨 d … d « 2 ， dw B 



( w -1)! (2«十1) • 

【4208】 求以平面 + a .， JT 2 + …+^了_ = 士 / i . ( i = 1 ,2.— , n ) 

为界的 《 维平行面体的体积•这 M 设 1^0. 

解 令 anXi + a a < r 2 十… + fl 濟1.=忘（1 = 1，2,…，/ I ) •即得 2 n 面体的体积 

2 U ” 

IA 一. 


H?JWX w 




【刪紅维角 o 


-< Kx f >0 (1=1，2^”，”）（〜>0，1 = 1,2，“、”）的体机 


播示令艮（/= 1 , 2 •… ， n ), 并利用 4205 題的结果. 

解令 (*=1,2^",”），即得体积 

V=aia 2 … a. | dfi d$? … = a|fl 二 ;•、 

* ) 利用 4205 題的结果. 


【 42 10】求以曲曲 

为界的《维圆锥的体积. 
解 作代换 


+今4…+ 


al ^ 


Ji =ai 
X2 = az rsiny^ cos^ 


则域 V 为 


并且 


^-2 = a ， - 2 rsin^ sirup： sirups- z cos<p n ^ 2 » 

•Tit-1 =a,t-irsin^ sin^ — sin^-jsin^-z ♦ 
x n = a n x ， n t 

O^r^l <7T ， 0<92 <7T ， … f 0^^„-2^27T 


i = a x a z — a n r 9 




y : 


<1， 


no 



T 足，所求的体枳为 


drj sin- 3 沪 , dp …! sin^_ 3 d^ 3 | d<p n - 2 


2 na ] a 2 9 ^ a n f w • j 「■ • ^ 

^oi-l) J„ S，n 仍 如 … Lsmv^d%- 


々(■二; •广 ' 2 \l sin "">» d ^- 2 f 0 7 — 為，， 

宁 4) B r 十 3 4)-“ B ( 吾，+广 

2 加 r ( !L 2^) r (y) r (¥) r (j) r ( 音 ） r (+) 


2 na 


2naiU2 990 c 


2nai uz m99 c 
/ i (/ i-D 


UiU 


r ( 宁） r (宁） r (|) 

_ 2? r “, “n [厂( 2 ) J _ 2 naxaz ^- a K t^T 

— ,,(w_1) r ( 早 ) ~~ ” (『】） 、 ( 中 ) 

… 1 a x a 2 ^ 9 a n n^r 】 tt 2 ^ 


” 宁 r ( 宁） ” r ( 宁 +i) ” r ( 宁 ) 

* ) 利用等式 J 7 sin “ V ^= J 7 即得 

I sin - ' < pd ( p = J 7 sin " : tpdtp + J ^ sin - 1 ( pd ( p = J ? sin - 1 yxly >+- cos * ' ( pd ( p -^2 

* * ) 利用 3856 題的结果. 

【 4211 】求 《 维球体 •r?+d + … 十乂彡 fl* 的体枳 • 

解令 .r,=«ie (，= 1,2 , ••••!!> •即得体积 

V , — JJ—J dx , do- 2 *•* d . r r * a " V w ( 1 ) . 

小，雾 . M m m <. rn Z 

其屮 K(i> 表示 时的 w 维球体的体枳.但足 

v"(l)= JJ—J d6i <1$2… d$« - J" ^ JJ...J 你 dft … 杷 - i 

<5 <i Kf <； 




J (i-e ； ) = rd6=2v, ,d) 


> d f 


, 「 ( 宁 ) r( + ) " ( 宁） 

礼⑴•了⑽硕， 


W 为％( 1 > = 2 ,故由上述循环公式可得 V “ l ) = 


「( f +0 


因此•所求的体枳为 


V .= 


( 皆 +]) 


对于〃为偶数及奇数，分別珂得公式 


_ 2 • (2tc) w 
M (2m+l)!! 


特别是•对于 K . V 2 ，込 可求得熟知的值 ， T tw 3 . 


【4212】求心•其中区域 D 是由下列不等式确 定的： 

n 

- hx ；. , 一 

提示利用4211題的结果. 

解 [[… Jj^dr : dr 2 … dr w = /心、 |丁 … J dx.dr.—dj B i = 

% 1 :卜卜 



O 利用 421 丨題的结采. 

[42131 计算 

提示利用1211题的结果. 

dxi 


H 


dx . 


v / l - y - 


解 f.J 

小•，卜•… 5< 

= JH 

小 K , 

〜 H 


da: m 


v/1 — :rf — 一…一 Z 


do-j dx ： ••• dx <l 


dx \ dx 2 


f V § ^1 ― V 1 


y/l—.r\—x] — 9 - y m 


TT ^ t 2 




r (宁 + 1) r (=±I)* 


» ) 利用 421 丨超的结果. 

【4214】证明等 式： \\ dT , d J2 ... /( x . Jdx .- f * ，⑷ Hj 」 d “. 

提示利用 4202 題的结果. 

证 J d^i J ^ 1 d ^ 2 — /( x , ) dx . 

= f(x m )dx m [ cLr ••彳 dr,-r” [ dji #> = [ f(x 9 )dx m [ dx n ^i [ djv 2 〜[(J 

Jo }jt i Jo J %-i 

= J /(j-Jdr, f dx m . i J dj-,,-2 — J —xj) 2 dxj 

= ]*:/(』:„ j: cLc-- 2 … J: 占 (mPdr, 

••• 

在上述积分中，将 A 代之以 li , 不影响积分的值，故得 

Jo dT, \i dj ■: .“ir /(j - )d W: /<u)( ^" u nV du - 


* ) 利用 4202 題的结果. 

【4215】证明 等式： ^ x , dx s J ' j z dr z “.|。- /(- r .*., )d x,-i ~ ^Tl L (j2 ~>'/^) du . 
证利用 4202 题的结果•即得 

J jicLn J 。 ’ 》 r 2 cLr 2 … J: ) d • 丨 = J(/(:- • 丨 ) 心 - J ^»dx n ^ j: h . , ir.-, ••• | 

= J /( j.-, )dj B ,i J j„dr„ J, jt ■-丨 dr— 丨 … J, — ^ )x2djz 

=J /(x n * i )d-t,i IJ J n dx„J 〆■]• ^i.x z — x\ V x 3 dr 3 


•TZ > d ^2 


Jid-Ti 
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= J / (T - 

在上述积分中•将 


- 小 …2-，”-- 心 " 1 

代之以心不影响积分的值•故得 


W: 


2 -»! 


/( j -.-, Ha - 1 — a ；. 


J -fid.r, J * j - 2 dj-t — 

【4216】证明狄利克雷 公式： 

I ' ••• J ' C " * d-Ti 




■j f ( T 2 - U 2 ) H f(u 


)du. 


H 


'I “2 

^1 mj 2 - • 〆 • 

提示用数学妇纳法证明. 

证我们应用数学归纳法证明之. 

当"=丨时，公式显然成立.即 


喊―•一不 


• rf J * dj"i 


n />,) 


p 、 r(/>, + i) # 

V、，J ¥ J 

其次，设公式对〃一 1 成立，今证公式对〃也成立.为此•将公式左端写为 

J j:- ’ dr, JJ”.J ' ^ 2 2 ’ … dT|dj 2 —dx.-j. 

JT \ •，躅 >0 

卜 ， H 


在里面的 《 — 1 歌积分中作代换 

T \ •: r * = ( 1 — J 两） $2， 


=(1 乞 


即得 


r(p, )r(p 々 “r( 


r</>i + a ? 十 




Bipmfpl + … + P « 1 十 U 


r(/M + … + At“i * i> 

_ r(/>_) … r( • r( ； or(/M + …+ />_叫 + 1 ) 

r( />i + … I + 1 ) r( / ^ + … + />• +1 > 

_ r(p, >r(^)—r (/ >.) 

_ r(/> 丨 +/> 2 + … + h + ir 

这样一来，我们得知公式对" t 枳分也止确•从而•对 w 为任怠的止幣数时，狄利克笛公式均成立. 
【4217】 i £ 明刘维耳 公式： 


JJ …]" /(• r l ~ f . j 2 + m + _ r ( l )_ r : |i 々 


dx ) dr 2 ". cLr ” 


s \^^t . 

_ np i ) r ( p 2 )-ripj 

T(pi +/>*+••• + /»-)• 

式中 /(«) 为连续函数. 

提示 用数学归纳法证明. 

证我们应用数学归纳法证明之. 

当 r ,= ] 时•公式显然成立.当 n -2 时，公式也成立，即 

IT /(^i +x 2 )j ： ^~ 1 j ： J 2 ~ ， d-r|dx2 = 


f ( u ) u ^ ^2 ••••• d “ ( p M />2 


P ， >0) 


V ( pi ) rcp 2 ) 

npi ^ Pi ) 


J ： 


/(u)u p ) ^2 [ du. 


事实上，令 D 表区域•: r 2 >0 •々十 •作代换 • 4+々=色，及,= 


1 l 

eT f 


则有 


J /( x ,+^)^' ， x ；2- l cLr 1 cLr 2 =£/<^>dft ^ ■(各一…叫你 

n 
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- r(/)l 〉 r(/l2) J: / ( 山 Wd“. 


r(/>i+/> 2 ) 

其次，设公式对于〃一〗成立，今证对于〃公式也成立.为此，将公式左端写为 


H 


4 


dj ： 


dj r 


*1 

• t 




…十 


令 0(/>= jy /</+•/•■〉 〆 • ' dx , 

代人上式，并利用公式对 n -\ 成立的假定•得知上式为 

⑽+仏+…+沁 •） J 0 * uu 
利用上面已证的«=2时的公式•于是即得 

JJ … J /( + j - 2 + ••• -f j-, ) ' 1 s p J ~ * ••• ' dj*i dx z •• 


6 t . 


dx . 


>^2 • 1 


r(pi)r(pz) 


np ) +/>2 + 
_ r (/ >») r (^) 


r ( p ] 十外十 


= rAb)VLPi} 

r(/h + />,+ 
r ( p .) r <^) 


r(/>i * pi + 


Jf /(/+: )I >/W ”， 


r ( A - 




dx t 


d / dj \ 






du 


r ( p .) 


J* 〜 'du. 


f / >-> 

即公式对于 《 成立.从而.公式对于》为任总正幣数均成立. 

142 lgr 将区域 W+Z + …+ /<妒上的 r»m 积分 U >2) 


JJ*-J /( %/j? +J*f + … +o^ )dr_ dr z ".dj” 


化为 - S 积分，其中 /( II ) 为连续函数. 


解作代换 


xi ■ Rrcos(p ， 

J 2 =i?rsin^i cosp: 


则有 

于是. 


i = Rrsin<pi s \ n < p 2 •••siny?. 2 Cos^ 
j m = Rrsxrupt sixupt --sin^ r sin 於 1 
/ — 尺 >” 1 sirT 7 <p) sin" ★•••sinp— 


Jf … J/(/?r 


i ) dx ] dxi 


=R n 


r"-«/(Kr)dr| ， sii 

「 ( 宁 ) 


J*^ sin' - 'tpzStpi ― sin^-id^-zj 

r (^) r ( y ) 「(|) r (+) 


「 (f) 


「 ( 宁 ) 


^(D 


•1 


/(Rr)dr 


^ R n 


2n • -nTT 


I 


fCRr)dr=R- —y - \ \^)1 l /(RrOd(r 2 ) 


r 


(f) 


= R n 


nT 


(f) 


f ： 


uf /(R Ju )du. 


114 





* ) 参看4210題的计算过程. 

【4219】计箅半径为尺，密度为 a 的均质球对自身的引力势，即求积分 




II 


dr ； d^yi dz\ dx^ dyz dzz 
n .2 


式中 r t , 2 = \/(ji — )" + (yi — y 2 ) 2 - h(zi — z 2 


解我们有 


由 4155 题的结果可知 


f 


dx：dy } dzi 


4 


n .2 


= -冬死 r ；， 


.2 


苏中 n = vAr ? + « y ? + z ? •干是（利用球坐标）， 



Jjj" (2xi? z — 音 Jir? JcLr! dy, dzi 


^2 J ， cos ^ V 「 ( 2nR z — ) r 2 dr 




【4220】设 D a . 〆 ，, （〜 = 〜）为正定二次型，计箅”审积分 

f •/ 篇 1 

f f dx , dj 2 “. dr ” 

J •• J •UU J 一 《u 

解作变 a 代换 

x , "• y, + o , (，’ 一 1，2 •…， w ) • (1) 

其中诸常数 A 以下再确定.于足，易得（注意到 h = a „> 

H m 

[ 〜 j \ j 、+2 I ] /), a+c 

f • 广〗 9 — I 

n 鳓 m m 鳕 

= 2 “•> % A + 2 2 [ ( X A )+《]>•+ Z A a ；+2 6 ( a ,4- c . 

“/■i i / ^ i i i、i 

n 

由于; E 〜 n , 是正定肜，故必 ^$= u , i > o , 从而，线性方程组 

“/I 】 

歸 

2 fl ,/ a / + 办 • =0 (f = 1 .2 •… . n 〉 (2) 

i * l 

有唯一的一组解如 ，… ，〜，今取变换 （1) 式中的洛 a , 即为方程组（2>的解.于是， 


2 Ui » + 2 2 《 x - + c=s 2 +〆 ， 

»•>= 1 • *= 1 • . i " 5 1 

其中 


(3) 


〆 = 2 ( X ] “，， a ，) a , + 2 2 厶, ~+ r =— 2 厶 . a * + 2 2 厶 1 a ,+ r = 2 6 , a •十。 ⑷ 

1 /=祖 •— I t — l f • 1 i — 1 

下面我们用诸％和匕及 r 来表示 〆 ，令 





flu 

… Q\n 

b 、 


a,, : 6, 


擊 

泰 

籲 

• 

■ 

• 

鲁 

A — 


— 

• 

• 

• 




«nl 

… 〜 

b n 


b , : ^ 


b, 

… b n 

c 


( n +1 阶行列式，即 | 的加边行列式)•将此行列式的第一列乘上 a ,， 第二列 乘上的 ，…，第 D 列乘上 a „ 都 
加到第 rz +1 列上去，并注意到 （2) 式与 （4) 式•得 
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厶= 


di, : b, 

. 


n 

: j-i 

曹 ■ 曹 /■ 耋■場看嘗曹騫 龜譬傭 镛耋耋■耋置喔靈黴 


a tl : 0 

b , : c 


• 

_ 

~ + r 
: 广 1 


: r 


c\aij I =c’d 


故 


A 


S • 


(5) 


由于 S 是正定二次型，故由高等代数中二次型的理论知，存在正交矩阵 

/>|« ••• / >1. 


p =( p v ) = 


P 两 I 


使在线性变换 


y.= 2 PA (f=l ， 2 ， .“ ， n) 


( 6 ) 


，二次型变为 T •方 和： 


2 a ^ y ^ yp = 2 


⑺ 


其中 A ,>0 G = l ,2 r ", n>MW 


fAi 


P-'AP= 


0 

A. 


( 8 ) 


其中 A =( a ,) = 


山 （8) 式又知 


a “ 


Mm 


•由于 P 为正交矩阵，故 P •= 〆 （广衣 P 的转茁矩阵），11丨川=丨九，1=士1. 


根据 （1) 式与（6> 式，可知 


d= \a^ I = |P° I • Ml • |P|=AH. 


•，旧 - 士 1 . 


(9) 


于是•利用广义《里积分的变 S 代换公式，并注 S 到被积函数的朴负性肩（注意 （3) 式、（5>式与 （7) 式） 

/= j : x : … r :: e_ { “矣 1 州'卜 •+] 心如 …心， 


= c fr r ••• r v 勾， •? 丨 d (力 ，… •>") 

J - J - J — ,=, ; D ( z " ••••?”） 

- e -? rf '" r e -|| V ? dz ， d ^" d ^ 

J —w J — oo J 一 w 

=e_# (j-i e " ,,,?dzi )( ri e 4 dz 0- (i: 


dyi dyz—dy. 


d^i dz 2 


:■)• 


賴换固定)，得 






d “=f 


= 1，2, •“,《), 
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以此代入上式，并注意到 （9) 式.最后得 


=厂厂…主- 〆 也…心 • = 

J — 火 J —CO J — 


*1 


V A) A2 … Ar 


= \f 


§ 11 . 曲线积分 


1°第一型曲縝积分若函数 /( hyr 〉 在平滑曲线 C 

x = x ( t ) , _ y =_ y (/)， z = z ( t ) ( r 0 </< T ) (1) 

的各点上有定义并且连续 . ds 为弧长的微分.则 

f ( x , y * z ) ds = J / [ jr ( r ) , y ( t ) f z ( r )2 >/ x 2 (/)+ y z ( r )- fz ，z ( f ) d /. 

这个积分的特征在于它与曲线 C 的方向无关. 

2°第一型曲线积分在力学上的应用若 /0 =^了, : >^〉为曲线（：在点<工，.^ 2 )的线密度，则曲线0的质 
董等于: 

M = \ p ( x , y * z ) ds . 

此曲线的质 心坐标 （办，>,%)由以下公式来 表示： 

•To = < J^ «27?(文 •y，2>ds ，yo = ~^j [ Zo = ^i {, 

3° 第二型曲线积分若函数/ > =尸(*1^, 2 )，(3=<3(1,>^>，/^尺( > 1',， 2 )在曲线（丨）上的各点迠连续 
的•且曲线的方向是使参数/增加的方向•则 

| F ( ar .. y ,2) dx 4 Q ( x , y , z )6 y J rR ( x * y ^ z)dz 

=[< p [ a *( r ),, y ( r ), z (/) ]y (/)+ Q [ j (/).>»(/). 2 (/)] y (/)- f -/^| . r (/),>»(/) , 2 (/) ] z ( t ) } dt . (2) 

J, 0 

当沿曲线(：的方向变更时，此积分的符号也变®.在力学上积分 （2) 是当其作用点描绘出曲线 C 时变力 
{ P , Q , K } 所作的功. 

4* 全微分的情形若 

P ( x . y .2> dj -+ Q ( dw . 

式中“ 力区域 V 内的沪值函数•则积分值与完全位于区域 V 内的曲线 C 的形状 无关： 

| Pdx - hQdy -^ Rdz ^ u ( j - 2 *yt ^ z z ) — uix \ , c ,). 

式中 （ A ，: y ,,> 为积分路径的始点 ，（_ r 2 ,力，^)为其终点.最简单的情况下，若区域 V 足申联通的，而函数 
有连续的一阶偏导数•则上式成立的充分必要条件为：在区域 V 内，下列条件恒 满足： 


<2 ^ = <]Q 

Oy Ox * Hz dy * dx dz' 

这时，在区域 V 是标准 匕 方体这种简单情形下，函数 u SI 按下面的公式来求得 

u(:r t y,z')= I P( ： r ，）， z)d_r+ [ Q(x 0 .[ R(x 0 *>»o »z)dz + c. 
J, o J >o 」 *0 

其中 （JV ,2：。） 为区域 V 内某一罔定的点，而 f 是任意常数. 


计算下列第一型曲线积分: 


【4221】 ( i +： y ) A ， 其中 C 为以 O (0,0)， A ( l ,0〉 和 B (0,1) 为顶点的三角形围线. 

解 | (: r + ) ，） d5= [ (x^y)ds+ [ (x+y)ds+ [ (x+^)d5 

J C J fM J AB J pn 

=J j*dr+ j* -J2dx+ J ydy = 
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[42221 


: y : d > •其中 （： 为摆线 a =“（/ 一 — COS /)(0</<2 tt ) 的一拱 • 


解弧长的微分为 ds= v ( dx) z ^(dy) z = y/a z cost) z +a:sin:/ d/ = 2asin 


于是， 1 


.v 


d5 = 2a 


(1 — cos/) 2 d/ = 8a 


dr = 32« 3 sin. 


15 


[4223] 


<p+y)d> 其中 c 为曲线 


%,y = a(sin/ —/cos/) (0^f^27i>. 


解弧长的微分为 ds= v a 2 1 2 cos 2 1 +a 7 1 2 1 dt = atdt. 

于是 • I (j- 2 )d5= J [o' (cos/+/sinr)* + a 2 (sin/ —/cos/) 2 Ja/d/= 

【 4224】 | ( j* ： y 山其中 （：为双曲线 •ruflch/jsush/ 的弧 . 

解弧长的微分为 ds- N/ci-sh-z-t-a-'ch-/ dt = a y/ch2r dt. 

于是 ， J j ydiS =a' J ch/sh, %/c\\2tdt= J sh2/ v/ch2/dr= | 

【 4225】 | ( (j- 7 +.yT ，其中 C ， 为星形线 / +/ 的弧 • 

解解法 1: 


/(14-f 2 )d/ = 2ir 2 « 3 (H-2 ： 


2/ o - J ), 


于是 


按坐标方程计《，弧 K 的微分为 ds= VYTy^ dx=^rds. 

J-T 

• J (J-T )d.v = 1 J [*r++ (at-art > 2 = 


Tj T — j •+ 


解法 2: 

按参数方程计箅.若令 

ds = 


；'/. 夕二 asin 1 / •则 


，+ 9a ? sin’fcoj^/d 广 3aco.srsin/d/ ). 


于 M, J (j-i 4-^i )di =4 «t J T (cos J r-f-sin : / ) 3ucos/sin/d/ = 24aT J T sin' /d( sinr) = . 

【 4 22(i 】 j< e' /7T ^d. < 其中 C 为由曲线 r = a. v? -0, 9 =y (r 和 f 为极坐标）给出的凸 _ 线 • 


解 凸阐线由三段组成，分别是：良线段 9=0 (0<r< “ 〉；圆弧段 r = a j ) : 貞线段 9 

(0<r<d). 弧长的微分相应地是 ： ds=dr;d S = • 于是， 

| e ^ j7 ^ ,Z ds— [ e r dr+ [ ' e - «d9 + | e’dr= 2(e** — 1) + 

【 4227】 | ( bids 其中 C ： 为双纽线（ /+/) 2 =“\.〆 一 y) 的弧 . 

解 双纽线的极坐标方程为 /= 一 ( ： 05 2 ^弧长的傲分为 


上 

T 


ds= v r 2 +r • d<p = 


V cos2<p 


dtp . 


于是， 


lylds =4 r a \! cos2ysiny / -^_z=dy= \a L ( — cosy) 
Jo V cos2<p 


= 2a 2 {2->/2). 


【 4228 】 *rd> • ，其中 C 为对数球线 r = ae 〜 U>0) 在圆内的部分 . 
解弧长的微分为 


ds = ae^ d<p ( ^ oo<^<0). 


于是， j xds= J acosy ： 


=U J y/\+k ： 


2 走 cosy+ siny 

1 + 4 P ' 


^2ka 2 y/l+ 々 2 
\+ Ak 2 ~ 
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142291 


2 d .、， 其中 C 为圆周戶 +/=■ 


解对于上半阓周，弧长的微分为 


W i+ ( 守 


= ^ = 2 


(0<x<a). 


于是， 


-/x 1 + y z d * = 2 j * -Jaj 




y/a — X 


= 2a 2 . 


【4230】 I 与•其屮 C ； 为悬链线 y = 


解狐长的微分为 


d ^ = A / 1 + sh 2 —— d ^ —ch — dx . 


f 足、 




ch f i _ i 「 d ( sh 子 ) 

:|2 J" O J - t , 1 7 


1 + sh 2 




求下列空间曲线的弧长（参数是正 的）: 


【4231】 3/^ v *3/ 2 ,2=2 〆 •从0(0,0,0)到 A (3,3,2>. 


解狐氏的微分为 


d5 — 


3(2 P + l > d /, 


f 是•弧长为 


-I ： 


3<2^ + l ) d / = 5. 


【4232】 


, cos /. y=e r s\nt.z=e ’•当 0 </< + oo . 




= L 2u ~- y -) dx= 


^• To = I «o I + Lr 0 1. 


总之•当 Ul < a ， 有5=|: 0 | + |办|. 


[4234] (jr — y) : =a(j：^y) • J *! — y = 卞-之 2 •从 CK 0.0,0) 到 A ( i n ， jy n ， z 0 )• 


解由 （i 一 7) 2 =“(了+>0,/-：/ = | d 可解得 


[v^/W 及十 7¥疗:， 


[士厭汶 



注意到 


(fe) 2 + (S ) 2 ^iMr 



于是•弧长为 




导 + 平 ++■ 


3^ 
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2a 


+ / + 




-if 



提示取曲线的参数方程为 x—y/cz cos — f y=y/cz si 


sin 一 f z = z. 


解取曲线的参数方程为 ^-^cosf, y-y^ s\nf, 则弧长的微分为 


ds = [(^ cos 7 - - Vf sin f ) f (盖 sm 7 - Vf cos f ) 

2z+c t 


土 +1 


dz 




c 


dz 


V\c 

于是•弧长为 


■ J : 


2s+r 


dz — 


I ： 



d2+ lc° 


【 4236 】 


r2 


—u 


yiTi Jo . jo 2^ 

• >/x l +y ch (arctan 子 )=»«! ，从点， 0,0 〉到点 B(x*y,z). 


解 令 r= Va 2 —z 2 co»<p.y= Va 2 — ^ sinp 不妨设 *>0 •则有 


y/a 2 — (x 2 +y ) ~fsja z =at V- 


矽 +sh 2 ^>+l 


而 >/^=^= vV(l — th>)=g ，故为曲线的参数方程•弧长的微分为 

dv = V ( a |) i+ (^)' + (^) ，clp=a chv 

于是•弧长为 

\\^ U 7h 9 ^ a i ^TT-^ 2 ^ a ll 




T^CeM 


2y/2 ciRrciane 9 


容易推证，当 2<0 时•弧长为 


l + (e ” ： 

2>/2a(arctan ’ - ) =v^aarctan 


5=V^aarctan 


vAi 2 -? 


总之， M 后得 >-72aarctan—^!—, 


由 2 = atari 9 知： ： : （ e ¥ +e f )=a(e f —e 

f*2 1 


2 (e^ + l)=«(e^-l), 


队而 ’ 或 — 


由于 tan arctan 


( 


fe-f)= a - 


- s/a l -z 2 




tan 


T 


1 arctan — Z \ = 

V y/a 2 -- 2 f 


— y/a 2 — 


故在主值范围内有 -tan-^-f = |arctan 

计算沿空间曲线的第一型曲线 积分： 


sja ，—sr 


【 4237 】 


+ ?’）dx 其中 C 为螺线 j=“cos/.y 二 “sin/，sr = ~ (0< ， <2 兀）的 一段 . 
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解弧长的微分为 d .、= y ?+ Fd /. 于是. 

| ( (x z -\-y- + 2 - )ds = v a 2 +〆 J (a' ~hd : r )d/= ^ (3«'4 jt'A 

【4238】[/^，其中匕为圆阛^+夕+之 2 = a -. ^-{- y + z ^ 0 . 

提示由对称性知：丨 x d.s = J* 3»'d.< = j* z : ds . 

解解法 1: 

由对称 性知： J ( J'ds = y 2 di = z 2 ds . 于是 • 

L x 2 d 5 = ilr (xZ +，’ W )dv=^| r d,= ¥. 


b 2 ) y/cr +b : • 


解法 2: 
作代换 M = 



2—2z 
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• 则圆周 r 化为 U ? +TT +«/=«•• TaL : 


i ,^ ds= i (^ m ) ! ds = i . ( A + *). ds = ii ‘.( 3 , 〜 > d 、 + ii， ds 

=J u v d.« + J u J uvdi = ^ J “ j a' cos^sinyd^? 






=^ f [ 100 # 音 171n?i± ^ :- 
I 424 ir 设曲线 -r = acos/,j—6sin/ (0</<2 tO 在点 （工.}〉 的线密度等于户 
解 质量 M= Ijlds •其中 C 为拥圈 x = acost , bsin/ (0</<2k). 


= l«yh 求其质量 . 


先设 .这时 


ds = 


=u y\—e 2 cos 2 tdt 


其中 


. 干是， 
a 

M = J ubsitU 


absuU /1 —e cos 7 /d/ i a(—Asin/) v\ —< 


=~\/i 一 


ld(cost)^ab 


— € 2 cos’/<1( cos/) 


J >/] -e'u- dw + a/bj y/\ dtt = 4“A \/1 — c 2 «* d« 

= -^| yI — e 2 m 2 ++arcsin(£M> | ~ Hr +2ab aFC ^ sme . 


次设.这时 


ds= vVsin ? f+6 2 cos 2 /d/ = _ 


其中 e. 




. 仿前，有 


= J aAsin/ 


厶 sin/) 


— >/\ 4-ef M r di 


= *^[yc,u v/T+ c fi? + 如 n(c |t H 

M 后4“=/，,则椭阓返化成岡，这时 cb = ud /, 故 




2/r^2ab 


ln(ci + 


L Vsi 


M— “ 2 sin/d/+ 


as\nt)adt = Aa l . 


综上所述， 可知 : 


2//+2ab 


arcsine 


a>b^ 


叫約 2 “ 6 心 


♦ 


4a 2 , 


其中 




(a^>b) t 6i 


_ yjr^ 


ia<b) 


【4242】 求 曲线 : 的弧的质镟，其密度按规而变化 . 


解弧长的微分为 


ds = 


= .A.2 


+ a t % d /基. 


而密度 p=^=t. 干是，质癀为（作代换 u = t 2 ) 


M = 


= IcV? d 5 =a I! 


+/ ， d/= 


u — 


ln (“++ 


)]l 


= 會 [(3#_1 )+音 ln^±|^]. 
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【4243】计算均匀曲线 ：y = u C hf 从点 A (0,“） 到点川的弧的质心的坐标 • 


解弧长的微分为 


ds = /yj 1 +sh* d.r= ch 

= pr. J ch ~dx = «i/>>sh ^=pc >/h' 


质 tt 为 M 

f 足，质心的坐际为 

^ = m£ xc，1 f dr= M [ aAsh + _“*’ ( ch 1 ) ] = ^=7 [ 6 灰 ( 




=/ ^v!~ 

， = M I! ^ ch f 心 = M f: … 

*) 由 h =uch ■知 ： ch — =—. 从而 ，sh — =a / ch : —-一 1 = — - - - . 

a a a a \ a a 

【4244】求樓线 a % = a(t— s\nt) ♦ y = a( 1 — cos ，） 的弧的® 心. 


解弧 K : 的微分为 


ds= >/ a 1 < 1 一 cos/>‘’ +a z sin 2 /d/ = 2asin 


质 M>J M= 2“p I sin yd/ = •于 娃，® 心的坐标为 




= -^ I paO-sim) • 2asin = 专 J /sin+df - sin/sin -|-d/ 

= —d/cos-^| +« J cos+ J (cos + — co» )df =• 警 • 

= ^ I | 0 r>< 2 ( 1 —cos/) - 2asin ■^ - d/= | : sin + d '—t n sin f~ sin + )山 

【4245】计箅球曲上的三角形 J 2 + y +^« cT ’： i 彡 0,：y 彡 OdXJ 的围线的质心的坐标 _ 
解 作球坐标变换 rcos^cos^t y= rsin<pcosip^ z = 

则球面上的三角形三条曲边的方程分 别是： 

x = aco»<p% y=usin<p. z = 0; 

•r=cos^u y = 0^ 2 = “sin0* 号； 


\a 

T 


0. y=acosip. r = asin ^； 


又 W 围线的周长为 


• f =_. 于是，质心的坐标为 


」: 


a cosy ； • 


如 +J: 


• adip 


3xa 


la 1 4a 


3na 

~2 


利用对称性知 ：A = ^。 = Zo = 


\a 


【4246】 求均匀的弧 j = e f cos/..y = e f sin /,2 = e / ( —^o</<0) 的质心的坐标 • 
解弧长的微分为 d.v= ^ e 2f (cos/—sin /) 2 丄 e 2r ( sin/-f cos/) 2 +e 2t d/=V3 e f d/. 

质 M 为 M= J 75V d /=， 



于是，质心的坐标为 


« = ^ | e ’ cos /• yje ’ d /= f e 2 ' cos/df = 


2 cos / 十 sin / 






e f sin / • y/ 2 e f dl= | e ?, sin / d /= — m 




【4247】求蝋线 i 

解弧长的微分为 
于是•转动惯 fi 为 


y 


(0</<2 tt ) 的一支对坐标袖的转动惯 M . 


u= ^f a ' 


ds=Ja 2 sin 2 / + ^ cos 2 /+^ d /= f — d /, 

4tT 2 ti 


^ = \c (y+?2)d>= r (“w/+£/ 2 ) 々 % a : 世 & 

=|^ Vin 2 a 2 4-/i L， • jt +^2 - a 2 -\-h 2 • -y (2jt) 3 — ( ^~ + 气 _ ) \/4 n 2 a 2 \ h 2 . 


_/r df 


= { r (a-+^)d,= ^ •忐 

去 v/ An 2 a 2 -f A 2 • -^-<2»r) J = (^-4-^- ) sfK 


— 2^ \/4k 2 ^ 2 • 7T+ 


—T • 


+A 2 . 


，: =J (/+y ) d >= J a- • & v /4 jt z “ z +/ I 1 dr = “ ： >/4 iT : a 2 +h 2 . 

[42481 计算第二型曲线积分 [xdy-yd^. 

式中 （） 为坐标原点 ./ V 点的坐标为 （1，2) 并设 ：（ l ) OA 为 S 线段 》(2) CM 为抛物线，其轴为 Oy ；(3)( M 为由 
O . r 袖上的线段 OB 和尹行于 Oy 轴的线段组成的折线. 

解（丨）食线段的方程为于足 • 

xdy — ydjr= f (2J--2x)d.r = 0. 

Jm Jo 

(2) 抛物线段的方程为 y -2^. 于是， 

*L xd y^y d：T ^ \[ <4 x 2 -2 x 2 ) dx = y . 

(3) 线段 OB 的方程为: y =0. BA 的方程为 x = l .于是， 

J jrdy - yd ‘ r = J 0 • dr 4 - J " 2. 

【4249】对于上题中所指示的路径 （I ).(2〉，（3) •计算 

Jrdy+ydx. 

JfM 

解 （1)1 xd > r 4-> rcLr = f (2 x +2 j ) dx =2. 

J(M JO 

(2) f j - dy ^ ydj = f (4 j : 2 + 2? )dr = 2. 

J m Ju 

(3) [ ^ dy ^ hvds = f d . y =2. 

J fW " J u 

在参数增加的方向.沿所指示的曲线来计算下列第二型曲线 积分： 


【4250】 


2 o)cLr 十 （ y - hydj ， 其中 C 为抛物线: y = j 2 ( — 


解由题设 ：y = / ，从而， d ： y =2: rdr . 于是， 
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(x 2 - 2jy)dx+(y ~2xy)dy= j' ( [(P —2? )+ 2_r(2.r J )]dr = 


[4251J [ 


>do: + (:r 2 — y)d )， 其中 C 为曲线 : y^l — I l~x\ (0^x^2). 


解当时， 3^=1 — （1 一 1 > = 1 ，从而， dy=dr» 当 时 ， y — 1 一 （i 一 1 ) = 2 — i • 从而 • d.y 


= -djr. 于是， 


十 y >dr 十 （ z 2 - 


[x" + (2-j) 2 -x 2 + C2-^) 2 ]d^= 


【 4252 】 £ (: r+ ： y)dr+(x— ： y)d ： y, 其中（：为依逆时针方向通过的椭圆周 g + 1. 

解利用椭圆的参数方程 1 y=b^nt (0<Z<27r >， 则有 

<j> (•r+ i y)d«r+( > r—yjdys j [(<2COs/-rfesin/) ( — asin/) ^- (acost — 6sin/) Acos/]d/ 

=J (abcosZi 一 U 工厶 sin2/)d/ = 0. 


【 4253 】 


(2^ — > 0111 + 1 办，其中 0 为摆线 >r=tf(/ — sim) ， y—a(l —cosr) (0</<2 穴）的一 拱 . 


解由题设知： dj: = a( 1 cos/ )di,dy = u sin/d/. 丁足， 


(2a — y)djr-hxdy= J { [2a — a( 1 — cos/)]a( 1 ~cos/)+ a(/ —sin/)asin/} d/ 


2m 

= —a 2 (tcost — s\nt) =—2na z . 

o 


C2n U 

=J a 1 tsintdt =—a 2 ( tcost — sinf) = — 2na 2 . 

【 4254 】 •其中 c 为依逆时针方向访 

解利用阅的参数方程 1 = y = as\nr (0</<2；0 •则有 


(1 +j)dr— (x—v)d 


• K • 中 C 为依逆时针方向通过的圆煳 


Odx-(j- 


■r 一 y)dy 


一 ( a cos/ + a si n/) a si n/ (acost asint)acost 


dr— 一 


[ J， - 2 tt. 


142551 L , 


chr + d 


，其中 ABCDA 为以 /U1,0) ， /K0,1).C ( —1,0) ， 0(0, — 1> 为顶点的正方形 


■ I III I 9 I ， w 戛 /V ¥ A \ 1 / % */ 4 

J A/KIM lx| -r \y\ 

的围线 . 

提示注意正方形各边的方租分别为 

AB ： y^\—xi BC ： y— 1 +x* CD ： y= — 1 — jt j DA ： y= 一 1 + j\ 

解 正方 形各边的方程分别为 

AB ： y= 1—j ； BC ： y= 1+ j ； CD ： y= — 1 — jj DA ： y^ 一 1 + jr. 


于是 . 


L d , 


dx^dy 

kl + W 


j* d.r f 6y , f d.r + d_y j f dj + dy ( f dj-t-d y 
J AB X + 3 T Jor —x^y Ja> ~x~y J oa x~y 


(l-l)dr+ * 2d-r+ ° (1 一 l)dr+ P 2d 户 0. 

. 0 J-I Jo 


14256] 


siro^Lr+sirudjy ， 其中 AB 为介于点 A(0 ， tt) 和点 B(t: ， 0) 之间的直线段 . 


解 AB 的方程为 : y = 7t —t 于是， 


L sin > fdx + sinxd < y = | sin (^— x ) dx — sirLrdj = ( sinj — sinj ) da * = 0. 

Jo Jo 

注原題为 I cLrsiny + dysinj ■，若把它理解为 j d (: rsiny > + d (>» sirur ) ， 其值仍为零，与原答案也 


符合 • 


【 4257 】 


n^AnO 


2 d ： y - d ： r ， 其中 OmA 为拋物线段 : y = /， OnA 为直线段 : y = 
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解如图 8. 62 所示， 我们有 

(J) arc tan f 办 — 

•/ ^ knAnf ) 

dx-h I (arctanl -” d*r 




arctan —d^y — 


l：rfr 


dx-1 + 


(f-O^ 


= 4-<*r- 


(fO=f 


注原題为 f dyarctan 上一 dj ••若把它理解为 


J* d (_varctan — dx. 


则其值为零，与原答案不符. 


验证被积函数为全微分，并计箅下列曲线 积分： 


i }t 



图 8. 62 


【4258 】 I j dy ^ vtlj *. 

J c i • 公） 

解 K 然，、 rdy + 3 ^ r = d (« r . y > 坫全微分•于是 • 


r«:.;u f，m 

sdy^ydx^ d(xy) = jy 

J « i.:» J 


【 4259】 f • " xdj+ydy. 

J <n.t> 

解 S 然 .- rd J - t -^ v = d ( ) 足全傚分.于 M . 


x*+y \ 〆+/ 1 


[一 W :) (爭卜 

14260] f <2,3> (x^y)i\x+(x-y)dy. 

J > 

解 敁然 •我们存 


= 12 . 


(.r + >Odr+(x — i y>d_v :aB ( > ydT + J*d > y) + (-rdr — > yd > y> = d(.r < y) + d( ’ -- 之 上 ) =d ^ jyH- X ^ ) 
即是仝微分是，^ ( r ^ y ) 6 . r + i ^- y ) 6 y = d ( 巧+^^ ) = ( 巧+ ) 

[4261J (j-y)idx-dy). 

斛显然 • （ T-yMdi*-d ： y) = d^^ 是全微分 . 于是 • 


/ *<i.ii fM.n 

y)(6r — dy)= d 

J (!•-!> J(l. Il 


(•r- v) 2 _(j- 


= - 2 . 


【 4262 】 /(i+—v)(dr+d ： y) •其中 /(«) 为连续函数 • 

J (U.Ol 

解题思路令 h'(j-.y)= | r V /(u)du. 注意 

F / Jf (x^y) = F / y (T 9 y) =/( j+;y) • 及 dF( = /(x+>)(dj+ dy) ♦ 

即可获解 . 

解令 I'(^ f y)= £' 1 /( tt 〉 d «. 由于 /(«〉 连续.故 

F f r (j ： ^y) = /(jr^y) » F （ i，>0 = /(<r+y) • 
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并 R 它们都是 id 的连续函数.因此， F ( i ，; y ) 可傲，且 

dF ( jr 9 y ) = F ^ Cx 9 y ) dxn-F \ ( 1 ， 7)#=/(1 + 30 (心 + 办）， 
故 /(. r +： y )( cb ■十 d ： y > 是全傚分，并且 

\ /( x ^) ( dr + dv ) = F ( a ^ b ) — F ( 0 , 0 )= f f ( u ) du . 

J ( 0 . 0 ) Jo 

【 4263 】 ["■" 沿着不与〜轴相交的路径. 

J (2.1> X 

解显然，当 x #0 时，^ ^ = d (-+) 是全微分.于是， 


【 4264 】 


rn.zi 

J « 2 .n 

jcLr+ vdv 


~ jrdy 




2 • 


y^ry 


沿若不通过坐标原点的路径 . 


舞 ㈠ 啊猶微分 


广 


xdx -^ ydy 

vV » y 


=[ 


d( 


-•+y )= vs i +y 


： "2 


[42651 I … 十 Wy)#, 其 中史和 0 为连续函数 . 


解由于足连续函数，故 M 然有 

9? ( j ) d j + 4( >0 d y = d f ’ ( j: ) + dG ( >0 = d [ F ( j > + G ()•) J ， 

其屮 F ( j)=J ( p ( u ) du , G ( y ) = J ip ( v ) dv . 从而，史( 1 >心 + 0(>»)01>» 进闲数 FCjO + GG ) 的全微分，于足 • 

《，： •， 


f w(x)6t + i/ ； (y)dy — [ F( j) +• G(y)] 

J •>• > 


= lF(xt)^G(y 2 )^\ — [F(x ] )+G(^,)] 


=J ' (p(u)du J 2 ^ v)dv. 

[4266J f (jHy 3 )cLr \ (6x 2 y 2 —Sy A )dy. 

解 p = /+4oy , Q=6x z y 2 Sy\ M 然， P、Q 在全平而上 Jl 有连续偏导数，并且 




T y -^y 2 - 


故由于全平囱 是申连 通区域，故在整个平面上表达式八 Ix + Qdy 是某函数〃（^)的全微分，并且 

线积分1 Pdr+Qd：y 与路径无关，因而•可按平行于坐标轴的直线段来 it 算所给积分•得 

f 0, <x 4 +4x/)dr-f (6xV~5y )dy- P (i 4 +4 t • 0 s 〉dr + 「 [6(- 

J <-2,-n J 2 J-i 

= 55 + 7 = 62. 


2)V - 


Idv 


注也可利用简单的技巧求出函數 u(x.y )^. 我们有 

擊 • 

(j- ! +4o：y )dx + (6 j 2 .v z —5y )d < y=d ( ~ ) +2_y 3 d(_r 2 > + 2j z d(y ) —d(y ) = d( ^- + 2x 2 y' — y ) » 
从而， J* (x l +4j-y )dx4~(6j 2 y — 5y )d>= ( ~ + 2x 2 y ~~y ) j = 62. 

【 426 ?】 r ：，： ' ! 沿着不与直线相交的路径 . 

解 P =~^ y ^ Q =^ f^r 容易验证. • 
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dQ 3 P 


J + 


(j-y) 1 




芍虑平 ffli I •.的区域 <(. r .. V ) U >. V K 由于 D 是单连 通区域•且在其上胃，故在 <0 上 ， Pdx + Qd ： y 是 

沾闲数 的仝微分 •从而 •在 /} 1：线积分 [ Pdr+Qdv 与路径无关.因此.可按平行于坐标轴的直 
线段来 U W 所给枳分.得 


dv->dr_ 一（一 l)dj 


f 4U<,> xdy-yd.r_ 

J «u.-i> <』• 一 y) 2 • 


yV Jn <x+l) 2 


r 


从而 . 


(\-y) 

注也可利用简单的技巧求出函教 uU.y )^. 我们有 

•idv 一 ycLr (-r 一 v)dv 一 yd(x~ v) 

i.r— y) : (j 一 y) 2 x J—y 

• jdv—vd.r_ v 
> (.r — y) z 』 • 一 ） • 


+ T = , - 


=o 


[42681 I ( 1 cos 2 \dj-r (sin 2 + 2 c(xs 2 沿稗不与袖相交的路径 • 

解 $. r9 t 0 时，有 

P= 1 — ^Q-cos — . Q=sin -f-^-cos . T~ = ~ cos 4- ^ 7 sin • 

.** .r xx x >ty x l x x s jc 

— ^-cos —-^rcos -^- + ^ 7 sin 之 = —^cos + ^ysin 人 
•ts s' x s'- x jr s x jr z x x 3 r 

冬虑右 t f • 面由于是申连通区域 • 且在其上 f ，故在 n 上必足 * 函数 《 (r, ： y 〉 

的全微分 •& 可取 

— J ( 1 一 ^*cos 子 ) dr+J (sirvy+jycosy’dy: (x + ysin f ) j = 了 ― 1+ysin 

fS , J • ( 1 — ^yCOs 子 )( ir + (sin 子 + 子 cos 子 ) dy = (j 一 1 十 ysin 子 )I =* jt + 1. 

r<- 

[4269] e^co^dx sinydjf). 

J <«.«!> 

解显然•有 t、’（cosycLr —sinjydy)—cKeicosy 〉 • 于足 • 

py.M •秦， I { °* h} 

e J (cosyd.r — sin^d^ ) = d(e^cos>) = (e^cos.y) 

Jl，， - U> JC0 - U> I (0.0) 

【 4270 】证 明：若 /(«) 为连续函数 a C 为分段光滑的封闭曲线，则 


e - cosh— 1. 


免 / ( ? + / ) (idr + ydy)^0. 

证明思路 若能求得函数 F (* r . jy ) •使 dFG . y ) =/( j 2 +y )(* rd:r 十 _ yd _ y ) ( 即 F ， r ( x , y)^x /(. 
f w v (, r .. v )= y /(?+/)>， 即可 证明： 


• 2 十 y ) 


/< 


)(jdj + ydvhfXr.y ) 丨 ° 0 = F(jt 0 ， y t )) — F(Xo ， yo) = 0 

丨 o) 


1 [r 1 4 v 2 

其中 （△•>) 为 C 上任意取定的一点.经过分析， ft 知 F (. x . y ) = Y i 0 /( w ) d « 就是这徉的函数, 


证令 F < h . v ) = 




) d W . 由于 / U) 是连续函数，故 


F \( j ：. y )= xf ( x z + y 2 ), F f y (x , y )= yf ( x 2 ^ y z ) , 

并且显然尸',（^)./^(1。>都是 >i，_y 的连续函数.因此， f(*r,：y) 可微，且 

6F(x^y) = F f j(j ： 9 y)dx^ F f y (x ^y)dy — f(x 2 y 2 ) (jeLr + yd^y). 

于是•任取 r 上-•点（办， >> •有 
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£ 


fix 1 ^ y 2 )(xdjr+ ydy) = F{j ： f y) 


(•， 


= F(x 0 ^yo) — F(x 0 ， : y n ) = 0. 


ill: 毕 • 


求原函数 设： 

【 4271 】 dz=(x 2 + 2xy 一 > d j + ( : 2 + 2xy ^ y 2 ) dy. 

解 z = J’ (j 2 H-2xy-y)dr+ J* (0-0~y 2 )dy+C 


W —+/+C 


[4272J dz- 


ydj：— sdy 

z -2xy+3y 9 


解 


= lo 3:[S+3/+ J: 0d ， +C： = j J: 


dx 




+c 


= 2 • 


142731 dz 


2j2y 


arcian 


(- f ) 

2V2v 




3j- 


2>/2y 


卜 


+ 2xy + 5y )dx+ U 2 - 2xy^y 2 )dy 
(x+v) 3 




+ 2jy+5y 2 

(x+ y y 


[ln| j + y| ] 


- J ； 織 

W+ 陶 ] 


“+C=J: 


(x+v) 


(:+ ， d W:?+ c 


<X+>) 


+ C=In|j+^|- 


(x+v) ? 


+ C,. 


【4274】 dr = e r [ e >( T - y +2)+>«] dT + e ^[ e *( T -^)4- l ] d > ». 
解 Z = £[(^- y+2)e^>+^]dx+ J’ （ l- ： ycOd ： y+C 


= [(x-y+l)e^^ + ye"] +[ 夕一 >^ ，十 ¥] 

c 

142751 dz =： m ^6y. 


+ C=(x- 


广 + ： ye r +C 、 




提 * 注 ( 辞 ) . 


解因为 

^ nSm u 


dz 


cT ， 


dj + 


a^ m ^u 


■ ordy^ 


办叫綠 )• 


故有 2 = 


〜 7, 


【4276】 d Z ， j: — z : ■ ;:， ( In +) dr 
解易知 （当 （ J ：，： y) 关 （ 0,0) 时） 

告 ( ln + ) —— 弄， 

d 2 1 \ r 2 — 2? 




n(ln 7 ) d y •其中 r= %/? + y • 


故（当 (I,y> 关 (0,0) 时 ) 


令 


p 


3 n 


彔 0—) —亨 
^( ln + )+ 券 ( ln + ) =0 . 

T (ln + ) ， Q= 


aj- _, ay 


«)， 


则当 （ :r ，： y) 关 （ 0,0) 时，由 （ 1 ) 式知 


( 1 ) 
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因此，在任何不含原点 （ 0,0) 的单连通域中， Pdr+Qdy 都是某函数 Z 的全微分 • 并 R 对上半平面的点 （ i, ： y) 
( 即 j>0 >， 可取 

2 。，，)= J’ P(a:.y)<Lr+ T QiO.y^dy-hC 


= Jo 1 ( ln + ) 心 - +)] I ， — 少 +C 

' 命 …+ 卜 [ 命 (0]L-fc^-(0]L 

+ [^--'ay- t '( ln 'r)]| ; ； ? +c 

= £ j ^- '(务 in +) 一 3 义 ( in + 卜吾 （ in +) ] L „+ c _ 

= /y -' ( _ P - ) + c, = at-a y -~' (^ arc,an 7) + Cl = ( arc,an f) + c 

其中 C| = liJ'ny- ( ln T)]| ;: « +c 是任意常数 • 

同理，对下半平面上的点 （ x ,>)< 即: y <0>, 可取 

z ( jc % y )= J P ( x , y ) dj --\- J Q < 0 , 3 >) djy + C . 

经过和的曲完全类似的计»，可得 zU , y ) = (arctany )+ C 2 , 

其屮 

C2 = [ a ^^( , n T)]|- i - fC 

也足 任意 常数. 

【4277】 证 明？^面 的估计对于曲线积分 fi 正确 的： 


〔，心十⑽ </JW, 


式中 L 为枳分路径的长， M=max (在弧 C 上 ）. 

证明思路 首先注意到 


( Pdx+Qd>» | = | J* ( . (^cosfl+Qsin<i)ds | ^ I Pcosa +Osina | d.v. 

其次，由 （Pcosa + Qsino) 2 + < Psina —Qcosa) 2 = P z f 可知 

(Pcosa-HQsino) 2 <P 2 + Q 2 或 | Pcosa+Qsinal ^ VP 2 +Q 2 

从而，命題易获证 . 

证由于 

又因 


1 1 (> Pd-r + Qdjy | = | ( Pcosa + Qsina)d.s | ^ | Pcosa-f Qsi no d.v. 


(Pcosa+Qsina) 2 =P l cos^ o+ Q 2 sin z a4- 2 PQsiruicosa. 
0^(Psina — Qcosa ) 7 = P ? sin 2 a+ cos' a — 2 PQsinacoso, 
故有 （ Pcosa+Qsina) 2 <+ Q 2 , 

从而 ， I Pcosa 十 Qsino I < VP 7 4-Q 2 <M. 于是， 


JrPdr + Qdjy : <M 〔 



【4278】估计积# 洗条 

提示注意在® /+/=尺 2 上•有 


• 证明： lim Ir — 0. 

ft—' 

及 M=max 并利用 4277 題的结果 . 
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解在圆 /+ y=w l ， 有 


P 2 +Q^ = 


(x 2 ^xy^y 2 y 
R 2 


^jy+y 2 r U 2 +xy^y 2 r 




R 2 


T< 


R 2 


(R 2 +x y y^(R 2 -i^y\ 


于是 + . 利用 4277 题的结果，即得 L 的估 计式： 

- 2nR = 

山此 " 了知： lim/ K ^0. 

计 薄沿空 间曲线的积分 (_ 定坐标系是右手的）： 

【 4279】| ( (/-= 2 > 心 + 2 夕 《^ — / 如 , 式中（：为曲线 
向为 lF_. 

解 


(卜 孕 ) 


16 


8tt 

R 1 


y = r 2 . z = t ^ (0</<1>,以参数增加的方 


3/ z ]d/= J (3/*-2/ , )d/=^. 
z = bt (0< f <2 n ), 以参败增加方 


a 1 .y — xvana (0<a< 


-z 2 )dT-h2y 2 dy-T ： dz^ J' [(/'-/ 4 )+ 2 / : - 2 /-r 

【 4280 】 J : ^» 心 + 2 办十 jdz • 式屮 C 力纽形螺线 i = “cosf •>>= 

向为 A . 

r n * 

解 I - ydx+zd.y4-xd«= j ( ~a : sin/sin/+ u 6 /cos/ + a 6 cos/)d/ 

=(—-f a -f «/ ； /sin/ -f « 6 cos/ + absint ) 

【 4281 】 j (_ y — z ) cLr+(z — jOdy+Q —_ y > d2 •式中（： > jlg ] 周 / 十 y 

矜从•轴的 E 向矜去，沿逆时针方向为正. 

解如阁 8 . 63所示.利用球面的参数方程 

a-— acos<pcosip, y^asin^ost/t* s=<isin^. 

ff.AUCt 4=0 •因 ffif •有 

.r — ucosacos^. d^= — wcosasin^d^. 

dv = 一 “sinasin^dp. 
dc = cicos^d^. 

J 一 - 2 )d_r+(z - _r>d < y-4-(*r-.v)dc 
=a ; \ 2 1 [—(sirtocos# — sin#)cosasin 0 — （ sin 必 一 cosacos 0 >sinosin 0 

J f 

+ (cosocos^—sinocos^)cos 0 ]d 0 

=a z p r (cosa—sino)c/^ = 7 T 4 i 2 (cosa~sirvj) =y/Z^a 2 sin^--— a). 

在^\上#= 0 +； 1 同样可得 

(j* — z)d_r4 - (e~ j)d^4-(j- — < y)dz= ~or i ' ^ (sina — cosa)d^»~y2 7T£2 2 sin —o ). 
j ■是 * 最后得 f < v —c)c/-r + (c —x)</>» + ( j — 3 >)Jz = 2-/2 sin (-j- — a ). 

[4282] L ydr+z 2 d ： y+.r 2 d2：, 式屮 C 为维维亚尼曲线 〆 + ： y 2 + Z 2 =a 2 ,x 2 +y 2 =aj ： (z^0,a>0). 


K 



m 8. 63 
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若从 Or 轴的正向&>0)看去，沿逆时针方向为正 • 

解柱面•可变为 (_ r 一 j /+：/=(~| ) 2 , 


故若令，一 4 = 


，夕=了 sinf (0</<2尺），则 


从而，曲线的参数方程为 


= y/a l -i^-\-y l ) = >y fl2 ~[ a ( ' 
a(l + cos /> 


1 十 co s / 广 + Q . sin 7 r - 


y— 


= asin — (0^/^27 c ). 


于是， 


dx + z 2 dy+x 2 dz 


r (-宇 


cost 


cos ， 


T 


dt 


=I ^-(1 — cos ? /)d(cos/) + ^- I - ~cosrd/ + £ 2 J J ( 1 — sin ? ) d ( sin -^-) 

=(cos/ — ^cos 3 / ) + [ sinf — （ y 十 y sin2r ) ] I :■ +Qi ( sin y sin ， y) 

【 4283】 | ( (/ 一 2 z >dr+U 2 >(^+(/— 夕>(^, 式中 C 为球面的一部分 了 2 +/+2 2 

的边界，当沿着它的正向移动时 • 这部分球面的外侧面保持在左方 . 

解 边界在 Or：y 平曲部分的方程为 

j —cos^Dt y=sin<p^ z=0 (0^^^-^-). 

根据轮换对称性知，只要沿这部分计算线枳分 • 再三倌之 • 便得耍求的结采，即 

| ( / ~ ?• )dx-H (c 2 — J 2 )d>+ (x* — y )dr*= 3 | ? [sin 2 史 . （ ”sin^) — cos 7 ^ • cosy]dy ： 

= 3 J ^ (1 —cos 2 <p)dicos<p) —3 J* ^ ( 1 — sin : 95>d(sin^p) = 3( cosy> — ^-cos 3 y>— sin^>+ 

计算下列全微分的曲线积分 ： 

【 4284】 I ^ ^ ^ :rdr+ydy—z 3 dz. 

解 [: r ^ + y dy -,M s = (|^ + |y--L s .) |；；；；；；>-53 ^ 

【 4285】 [ yzdx + xzdy + xydz. 

J (l.2.3> 

r<6.i.i> I 

解 I yzdx^ xzdy-h xydz=xyz =0. 

J (1.2.3) I Cl.2.3) 

【 4286 】 f U2，，2 ,2> A + 此 +zdz 

J .，i • v Vt 2 + y+ z 2 

位于球 j : +y 十 z 2 =6 2 之上 {a>0,b>0). 

解 由题 设知： 1?+3^+2?=^2 2 , X 2 2 ^y2+z 2 2=b 2 . 


， I>0 


，其中点 <«ri ，： yi > 位于球 


1 +z z —a ? 之上，而点 （ *r 2 ，： y 2 


于是， 


「 W: 

J ( w *】 


+ z 2 


#J 

U I - 


= b — 


v<r 2 +;y 2 + 2 2 

【 4287】 ' 2 史 (>1* 〉心 + 4(3>) 办 + 义 (2)(12 ,式中为连续函数 . 

J <<x l •>! * r l > 

解因为 9»(x)dx+^( < y)d > y + ^(2)d2 = d (J ^(u)du 4 - J v)dv H- J ^(u.*)du). 

故有 [ 22 _, ^( x )dx4-^(jr)d-r + ^(z)d 2 = ( f ^(u)du+ [ <p(v)dv~\- | ^(u ； )dTf) I 

J <x, *«, ) J，1 J r l / 丨 、 v |，*1 > 
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【 4288 】 r ，2 ' V2 ' l2> /(*r+ ： y+ S )(dr+d ： y+d2：), 其中 / 为连续函数 . 

J(^1 ^yy .^1 ) 


解令 F( 




/( li ) dez . 由于 / U ) 是连续函数，故 


F i J (:r^y,z) = f(jr + y+z) • F ， y ， z 〉 = /(j+y+z) • F [ (x,y,z) = f(x^ y+z) % 
并且这些偏导数铞是连续的.因此 • fU ， > y ， Z > ST 微•且 

dF(s^yfZ) = F \(jr,y,z)dx^F # v ( j^tz)d>+F 1 ( jfytz)dz = /(j-r^+zXdj + d^+dz), 












=d( 


£1 


y 


). 


于是 • U = I 一 




【4292】 + 心士 (I+J+Z)dr . 

x + y ‘ + ^ ^2 xy 

解由 p 

(x + y^z)ds + (j ： + y — z)dy^Cx^y^z)dz 
=(.rd^ + jydy) + ( ydjr+xdy) + (jr^y)dz— z(dx+dy)^zdz 


= 专取 


+ 2xy)^z 2 ^(^y)6z-zd(x + y). 


故 


(\u 


d[(+^ 2 ] , (.x-{ y)dz— y) I .. r ， i . 门 丄 z \ 

U+yy-^z^ + — _ T dl n [(o • 卞夕 ) +^j *-d(arctan^) 


= d[ln y/ y) 2 -\~ z 2 -f-arctan^ ^ ^ J. 


于是， M = ln \/( j + y ) 2 + z •’ -harctan r + > + C 

【 4 293】求当质研为 m 的点 从位界 (心，％，々）移动到位燹（1 2 ,乂，2： 2 )时，歌力所作的功（0 2 轴的方向 
是竖直向上). 

解 议 i 、 j、k 为各坐标轴上的单 位矢贵 ，则承力 F= — m^, 向 d^doi + dW+dz/c. 从而，功的微分为 

dA=F • ds= —mgdz=d( — mgz). 

于 M ， 取力所作的功为 A = [ ^ 2 — mgdz =(— tnKz )\ 1 ： * -/ ai 《（2 2 — 2! )• 

J <X| .V| «S| > 丨 • 霍 I > 

【4294】+弹性力指向坐标原点•力的大小与质点到坐标原点的距离成 正比. 设此点依逆时针方向描 


绘出椭_七+各=1的正四分之一•求弹性力所作的功 • 


解 弹性力 F =— Hd + j )；/), 其中 A 为弹性系数.功的微分为 

dA = F • ds s=s —k(.ri-\-yj)( d.it + dyj ) = —k(xdx-\-ydy) = ^"f" 
于是，弹性力所作的功为 


I 


A 


=一々「。 idj •十: yd >= — ~|'(: r *+ y ) 


f w ). 


M 29 sr 当单位质 M 从点 M , ( A , 2| ) 移动到点 M :( m ： y ,， z 2 ) 时，求引力 F =4( 其中 r = 


fz 2 )对它所作的功，其中 g 是引力常虽. 
解引力指向坐标原点，故它的方向余弦为 


coso = 




而引力的投影为 
于是，引力所作的功为 


X—% y — 孕， Z=-% 


A 


=一 g pW2 》 xdj+>d 


xd vd v+ zdz (i 


w cKP + y + z 2 ) 


广2,2*2, 

J 《，1 •，■ . f | , 


( v + y + r 2 ) + 


(T 2 、 V 2 ，: 2 

(Wi 


— (•ri+i+ri-d+i+r?). 

当然，这里假设从点到 iW 2 点的路径是不经过原点的，上式表明功与路径无关，仅决定于起始点的坐标. 
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§ 12. 格林公式 

r 曲线积分与二重积分的关系设（：为分段光滑的 茼申封 闭围线•它围成单连通的有界区域 s , 并且 
与沿肴围线 it 方向移动时•区域 S 保持在 左边； 此外.函数尸及其一阶偏导数 P ；( x ,^)* 
Q ', Q ,. y ) 在区域 S 内及其边界上皆是连续的.则成立格林公式 


) 尸（1..、，）心十^ ) djd . y . 


若把区域 S 的边界 r 理解为一切边界围线之和.并且这样选取沿围线的环绕方向，使得区域 s 始终位 
4边，则公式（丨）对于由 / it 简单围线围成的有界区域 S 也成立. 

2°平面区域的面积以分段光滑的简单围线 r 为界 的阁形 的面积 s 等于： 


S= ^ >^dr = j dy — y ds. 


在这—节中•若没有相反的约定，则假定枳分的封闭闹线是简单的 （尤自交点） ，并这样选 取闹线 的止方 
向，使得所闱不:含无穷远点的 区域始 终位于曲线的左边. 

【4296】利用格林公式变换曲线积分 


(r 7 + ：y 厂 di 十 yL r ;y + In ( j + vV +y ) ]dy 


式屮围线 r 坫有界区域 S 的边界. 


解此处 P = . Q = xy : 


x/v+y )• 


从|衍 • 


r •坫. 


■ 丄■- 一 

心打 . ypry a 1 +/ 

/= if s - 筇 ) 心 心 . 


注这里应仉定 C 不与铀的左半部分 （即 了 <0,：y = 0) 相交，从而，这时在 S 中 
【4297】应用格林公式•计 箅曲 线枳分 

/—f (j + >r) : dj-— (x 2 +y )dy. 5 

It 中 々足以 A (1,1), 衫 (3.2) ,C<2,5) 为顶点的三角形围线 A/3C •并且积分时的 
环绕方向为 £. 直接计 算枳分 .以验证所求得的结果. 

解如阁 8.64 所示及 CA 的方程分別为 

: y = 4~(i+l >， >=-3x4-11. y=ix-Z. 


v/.r : + ： y 2 > 0 . 



山 f 尸 =<x + ： y ) 2 , Q =- 


> •故 


^-^=-2x-2(x^y)=-Ax-2y. 

通过顶点 （； 引 it 线垂直于轴•它把三角形域 S 分成 S , 和 S : 內部分 .于是， 

/ = JJ *( — 一 2))^(^= 『 (一 4* r — 2^) dxd . y + jj ( — 4 :r — Z^Odrdy 


图 8.64 


w::: 


-4j-2^)dv+ 


w::: 


— 4j —2y)dy 




245 105_ _ 

-— _ 丁 =_^ 


如果直接计算，则 
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J:[( 


Y + T 


r-☆ 


y + f+ + )]dr+J: [(a—3x+ll) z -(-3) 

• ( x 2 - i -9 j 2 -66 j 4-121)] dj + I ' [(j + 4 j — 3) 2 — 4( i 2 + 16/ — 24_ r +9 >]dr 

= J: (y/+» J+ J: (3 ， 1jt ? — 242,r + 484>dr+ ( - 43 j- 2 +66x~ 27)dx 

58 283 ,85 ^ 2 

=-^ - ^- + — ^=-46 —. 


应用格林公式 ，计* 下列曲线 积分： 

【4298】£ : ry •，式中 C 为圆周 V+y =^. 

解 由于尸=一/夕,0二之/,故有 

xy 2 dy — j 2 ydx «= JJ (x* + y* )drdy ** J dyj r*dr = . 

如果直接计算*可令 J = flCOS /， y = cisin / •則 

炎 jjy 2 dy—/ 夕 dr = fl'J 。 <cos-’/sin!f+cos : 'sin:f)d/= J sin'2rdr= 

【 4299 】 表 ^+y)dj-(x-y)dy. 式中 C 为拥 WI# + 多 • = 1. 

解由于 P = * r +： y . Q =-(* r —： y ), 故有 

^ j +^)dj —<t —y)d < y = JJ (—1 — 1 )djdy =— 2nab. 

:4 士 

如果宜接计算.则 

^ (x+.yJdj —(j—, y)ci>= [(ucos/ + Asin/)( —asin/) — (acos/ —6sin/)(6cos/)]d/ 

rin 

— I [(6 2 — a 2 )cosfsinf — ti 6] d /- — 2 jra ^. 

【4300 】 f e 1 [(1— co . s ^ Odr —( y — sirvy )^]， 其中 C 为区域00<?1，0<>»<8彳111 的边界•并且积分时 
的围绕方向为正. 

解由于 |^ = e , ( sin t y -3 , >^ e , sin>r = - 

故有 ^ e r [( 1 — cos 3 »)dj-— (>—siny)d>]= — |]* >»e , dj-d < y= — J e J djr | ydy 

o «5 &r 

= ~"Y \ ( easin' xdx = — (J o ^ dj — J e,cos2jcLr) 


[43()11 


■ 

.( e w - l )_ 


cos 2. r +2 sin 2 j * 


[]— 


( e ，- l ). 




e J (cos2x^dx + sin2x^vd>0. 


解由于 ^ ^ = e 〜 2 2 j ： sm 2 xy +2 ycos 2 sy)-C 2 ycos 2 xy - 2 jsin 2 xy ) ] = 0 ， 


故有 


(j) e -<x 2 ( CO s2j*vdj* + ^\r\2j^ydy) — 

J r- ky l ^IT 


0drdy=0. 


14302] 设 A / tiB 为连接点 A (1,1) 和点 iK 2,6> 的直线段 MnB 是连接点 A , B 及坐标原点的抛物线 
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段•且该拋物线的轴垂直于 o * 轴.积分 

/l = (x+ ) y) : dr—(j —/ 2 = J (j+y ) 2 d_r—(_r—jy ) 2 dy 

相差多少？ 

<1 Q r?P 


解由于 




=— 2( j • — _ y ) —2 (j + _ y >= 4 j , 


故 /, 与 / 2 之差为（利用格林 公式〉 

U—i\ = 子如 B A (x + .y) 2 dx— (jr — y) 2 dy= || ( — ix)dxdy= J dxj ? (— Ax)dy 

=— J : 

sJc /i — h =2. 

【43031 计算曲线积分 j * ( c * sin.y— + ( c r cos^ — w ) d^y » 

其中 AmO 为由点 A ( a ,0> 至点 0(0,0〉 的上半圆周 x 2 ^ y 2 ^ ax . 

提示 在 Ox 轴上连接点 0(0,0) 与点 A ( u ,0), 这枓•便构成封闭的半®形 AmOA •利用格林公式即易 
获解. 

解在 Or 袖上连接点 0(0,0) 与点 / Ud ,0)， 这样，便构成封闭的半圆形且 ft 线段 OA 上， 

(e' siny —my)dj--f ( e x cosy—m)dv s = 0. 

Jm 

从而 ，| = ( + f = \ .另一方面•利用格体公式可 W 

J AmOA J AmO J ( b \ J AmO 

^ ( e J sin,y — my )dx + (e , cos.y — m)<\y = jj m d.rdy = - . 

于足， J ( 〆 s\ny— my)d j f (e’cosy 一 m 〉 d>> = 只？ - . 

【4304】计算曲线织分 ^ [^p(y)e , — m>]dr4-[^j / ( < y)e / — m ]d.y, 

式中 v >(： y ) 和 〆 （： y > 为连续喊数为连接点 A (« r , •: y ,〉 和点扮心，力 ） 的仟®路径，但要求此路径与线段 
A B —起凼成具有已知面积 S 的区域 A m B A . 

提示连接点 B 与点 A , 构成封闭围线利用格林公式并注意 

Lm 1 ^(夕 〉〆 一 / ^]心+[〆（>»)〆 —/«二 d _ y = J dte ’ yy 〉] 一 ^(ydr + dy ) 

即易获解.利用此題的结果可计算4303題. 

m 首先，我们有本 = [ +丨，而 

J /WM J Amlt J UA 

^ [ (p(y)e J — my]dx + L 9 (y)e^ 一忉 ] 办 = JJ m djd < y != wS. 


另一方面， 


J" A — — mjd>r= d[e>(y)]— 历 （yclr + dp 


::: 




■ 

•Tl 


dx 


=e’ 1 tp(yi)'- e ，2 9( 义 ） 一 m ( ) + 


yz ~ y \ 


(• r 2 —xi ) [ 


<p(y\ ) — e r 2 (p(y 2 )^m(y 2 — y } ) + —C j 2 ~^\ >(>2 +)*i ). 


于是， 


L<p(y)^- my^dx + [9 (y) 一 "0d )， 
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wS+e 〜 (piyz)~ (p(yi) — m(y 2 —y\ ) —号 ( 工 2 一 《ri )(y 2 +_yi >• 


注利用此題的结果可计算 4303 題. 事实上，由于 〆 W^sinjy,* =〜 ： y 3 =0, jr 2 = y 2 =0. 5=^ •代 

o 

入即得 

(e^ siny — 7/i：y)dr + (e*cosy - m ) dy = 

【4305】< 求二阶 可傲的 两个连续函数和 Q(*r, ： y) •使得曲线积分 

/ = ^ 尸（ J ： 十 a»y+ 卢) cLr+Q(j* + a ， ;y+)9>dy 

对于任何封闭的围线 C 与常数 0 和戸无关. 

解由格林公式，得 

K^ + a，：y + 泠） 




gPCa-+a^+p-| dj . d 
dy k 


( 1 ) 


Sx Sy 

由假定 7 ■为一常数，它与 a 、 沒无关（只与围线 C 有关）•上式中的 S 表围线(：所围成的闭区域.由假定 P,Q 
只冇连续的二阶偏导数.故（1>式中二承积分的被积函数只冇关于<*、沒的一阶连续偏导数.因此，可以在积 
分号下关于 0 、戸求 偏竽数 •得 

J d 兔 r=0> ⑵ 


if [- ir =0 . 


(3) 


于玷，（2>式和 （3) 式对任何 a 、/? 以及任何 S 部成之.再注意到 （2) 式和 （3) 式中二 甩积 分的被织涵数邡足连 
续的，故被枳函数必悄为苓（参圻4097 此题对二兎枳分也成 立）： 


(VQ(x^a%y + ^) a 2 /’(jr+go. + j?) 


沪 Q <: r + g ，3> 十於 ^ ? P ( j 


VS ) 


叩 y 


o . 


o . 


(A) 


(5) 


(对任何 x . y ^ Qfp ). iG x+a = M ， y +/?= v ， &然有 

3 2 Q ( ii f v ) 

3q3x du 2 f 

^Q(x-\-a,y^P) _d 2 Q{u.v) 
dprlx dvdu ~ • 

于是 〆 4) 式与 （5) 式为 


D 2 P(x^a.y^p) _ D 2 Pi u,v) 
OaOy du^v 

d^ix^a^y+li) _^F(u.v) 
dptly TJ ~ 


s 


「 OQ(UfV) _ fiP(u^v) "j 

L dir ~dZ ~ 」 一― 


Q(u^v) d 2 P(u^v) _ n 

du 2 DuOv — f 


3 f f)Q(u ， v) dP(utv) 1 0 : Q(u^v) _ 

0v L du Dv 」 dvdu 


d 2 P ( u , v )^ 




(对任何 W . u ) •由此 可知： 
将《心 改记为 I ，： y 则上式为 


^Q(u^v) 

0P(u. 

Du 

dv 

OQ(x^y) 

0P(x. 


s y 


呈 k (常数） • 


=k (常数 >• 


( 6 ) 


令“0%>0=尸(/,>0山，则 W ( x ,： v ) 具有连续的二阶偏导数，且 


由 （6) 式知： 
两端枳分，得 


dx 

^Q( r.y)_ t ， ^)P(x.y )_ t ， 9 /Du(x.y) \ _ , , f^u(T.y) \ 
dx ~ dy ~ Sy^ dx 》 dA Oy / 


(7) 
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Cj (> r , y ) = ^ r + ^ M (^ y 夕） + y (, y ). (8) 

其中 f (： y ) 为具有二阶连续导数的任意函数.由 （7),(8) 两式又知 Why ) 具有连续的三阶偏导数. 

反之•若 M (_ r , 30 是任一具有三阶连续偏导数的函数，而 #：yO 是任一具有二阶连续导数的函数，则由 （7) 
式和（8>式确定的 P(«r. ： y> 与 Q (• ro 〉 必具连续二阶偏导数，且使 （6) 式成立，从而使 

=工 kdxdy = kSy 

•S 

故/是与 0 、/3无关的常数（对于任意固定的 O . 

综上所述，珥知 ：使曲 线积分/对于任何封闭围线 C 与常数 a 、/? 无关的二阶连续可微函数 P ( x .： y ) 与 
的全体由公式 （7) 与（8〉给出，其中々为常数 .《( x ，： y > 为三阶连续可微的任一函数 ， p (： y ) 为二阶连续 
uJ ■微的任意一个一元函数. 

14306] 为了使曲线积分 F(_r •: y)(：ydx + *rd ： y> 与积分路径的形状无关•可微函数 f ( n ： y 〉 应满足 
怎样的条件？ 

解 由于尸=>/*(.^) ， 故由格林公式知所求的条件为 j^[xF(.x,y)} =s j^[yF(x,y)\, 

即 xF j ( j ：, y)=-yF ' yix ^ y ). 

【 4307 】计舞 

Jt 中 r 为不经过坐标顷点的简单封闭闲线 . fl 积分时的环绕方向为正. 

提示研究两忡情况：（丨）坐标原点在围线 c 之外，（ 2) 围线 c 包围坐标原点 . 


解令 P =- p ^-7- Q =77^ y . 8知•当 （ I ,： y ) 尹 （0,0) 时 

H y - x 2 

57 —石一 (/+y)” 

今分两种悄况 讨论： 

< i ) 坐标原点在围线 c •之外，这时，在山 era 成的冇界闭区域 s 上， p 与 q 以及它们的偏导数都连续， 
故司■应用格林公式.得 


/ Pd J - 4 -Qdy=JJ ( 营一 |^)drd ： y= 0 . 

(2> 闱线 C 包闱坐标原点.这时•由于 P ， Q 在烺点无定义，故不能直接对由 C 削成的区域应用格林公 
式.今取 u > o 充分小.使中心在原点半径为 a 的阒周 y = d ) 完全位于闱线 C 之内.用 S 。 表界 
于 r 和匕之间的环形闭区域.显然，在戈上 . p 、 q 及其偏导数均连续，故可应用格林公式，得 


s . 

其中一 L 表沿的负方向 （即觖 时针方向）. 

• P 是] + 尸 dr + Qd ： y , 其中匕沿正方向（即逆时针方向）.利用 k 的参数方程 

= a.sin/ ( 0 </< 2 穴） 即得 

=^ Pd^+Qd^= ^ = ^2 J [(acowKacosf) —usin/(—asin/):<k= J d/ = 2 tt. 


C/COS/，v = 


利用曲线积分计算由下列曲线所围的 面积: 


【 4308 】拥圆 x = acos/ • y = dsin/ (0^t^2n). 

解 面积为 j-d^ —ydx=-|- j ub(cos 2 rhsin 2 f)df = nab. 
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【4309】星形线 ： r = acos 3 /， y=bsin i t ( 0 </< 2 开 ）. 

解面积为 S =~|~ f idy —_ yAr = J ( cos 4 / sin ^ r + cos ^ sin 1 t)dl 




2 tdt = — nab . 


I 4310 J 抛物线(1 + 3；> 2 =以 （ fl 〉0) 和轴 0_ r . 
解题思路令 : y = M •，即得曲线的参教方程为 


"(1+f) 2 , 


(1十/〉; 


( 0 </< + . 


它与 0. r 杜的交点为 （ a ,0) 及 (0,0). 

注意在 （ Xr 柚上从点（0,0)到点 U ,0) 的一段上，有 jdy — jyclrsO ; 而在抛物线这一段上，則有 


xdy — ydx 


7 d / (0</<十， 


(1 +/V 

从而，问题易获解. 

解作代换: y = M •，则原方程化为 /( l + r ) 2 = c 2： r . 从而.曲线的参数方程为 


X= (TT77^ 


(oo<+ 


^ (l+/) z 

它与 Or 轴的夂点为 ( a ,0) 与 （0,0) .在 Or 袖上从点 （0,0) 到点 ,0) 的一段上，有 

xdy ~ ydx ^ O . 


在拋物线上，冇 


xdy ~ ydx = 


( 1 +/) 


r d /. 


[4311] 笛卡儿叶形线 /+：/•» 3 ti * r：y ( a >0). 

解题思路 令 ： y = rr , 即得曲线的参教方枉为 

3 a / 3 a / 2 ▲ 

尸 TT?( 0 «+ C 

且有 id：y — : ydr = ~^ )T d / (0< + oo ) .从而，问趙可获解 • 

解作代换•则得曲线的参数方程为 x = 


T - 


厂 3 加 


1 +/” 


由于 dT =^ iiZ ^_ i d/f dy= 3 ^ ( ^~ ) / 2 ) dN 从而 . xdy - ydx = ( dt . 

于是， 面积为 s =± j c ，6 y -^ 9 4 r ZTTl^^ - ¥[-FF7]I 

【4312】双纽线 （〆 + y 〉 2 =a 2 (x 2 -y 2 ). 

解®思路 利用极坐标 J=rcos 史 • w y = rsm9, 得双纽战的方桎为 〆 = g 1 cos29, 故有 


jr = acos<p \/ cos 2 卩 ， y = as\rup \/ cos 2< p . 

及在曲线上，《2*办一>£11 = “ 2 <：052^9 5 ;在01 轴上， Jcly — ydr = 0. 

注意，对应于+的面积（第一象限内）部分有 j •.从而，问題易获解. 

解考虑到对称性•只求曲线所围的区域的+面积（位于第一象限）.利用极坐标 

_ y = rsinp ， 得双纽线的方程为 r 2 = a 2 cos 2< p , 故 

x = acos<p %/ coslip ， y = as \ r\(p y / cos 2 妒. 

从而，在曲线上 id ^ y—jycLr = a 2 cos 2^ D ; 在 CXr 轴上， 《r dy — j 心= 0,且爷，于是，面积为 


rcos^i 


【4313】曲线 


S =4 xdy — y 6 x =2 J 4 a 2 cos 2< pd < p = a 2 . 
= 〆 十 y 及坐标轴. 
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解题思路令3；=以，即得曲线的参数方程为 


(()</<+■ 


1 + ， 3 … 1+/ 3 

曲线的起点为 （1,0〉， 终点为 （0，1〉. 注意在曲线段上，有 

(l + t 2 ) 2 

xdy - jfdj = (1 + ^ 3) 2 df (0< r < + oo ), 

而在 Oy 轴上从点（0,1>到点 （0,0) — 段，以及在 Or 轴上从点 （0.0) 到点 （ 1 ,0) 的一段上，均有 xdy-yd^ = 
0. 再注意利用3853题的结果，问題即可获解. 

解作代换 ： y =/： r ， 即得曲线的参数方程为 

1 + f 2 Kl + r 2 ) 


x 'iT7- y 一- TTF 

曲线的起点为 （1,0)， 终点为 （ CM ). 在曲线段 h . 


(0</< + oo ). 


xdy — ycLr = ^^,^ d / (0<，< + oo ). 

在 0 ： y 轴上从点 (0,1) 到 （ 0,0> — 段，以及在 Or 轴上从点 （ 0,0) 到点 （ 1 ， 0)— 段上，均有 ： rdy — : ydr = 0 .于 
是，面积为 




T 


[r^wr’n^r 


< i +/ 3 ) 2 


d / _ 

■ 


■f[y B ( 2 _ T , T) + f b(1 * 1) + t b (t- 2 ^t)] 


言 

丄 

3 


r (卜 +) r (+) 


r(2) 


= +十 




nnf 3 W 


* ) 利用 3853 題的结果. 

【4314】 计算由曲线 （: r + ： y > •+ • — l = a / y " ( a >0， n >0, m >0) 所围的面积. 
解题思路令 : y = M ■，即得曲线的参数 方枉为 

ar ar^ 1 

J _ ( T + o 一 + 


(0<r< + 


注意 xdy — ydr 


(1 + W Z 用” 

解作代换: y =^ ■，即得曲线的参数方程为 

_ ar 

J _ d +/ r 4 - M f : 

， xdy — ydx = 


(0</<+ oo ), 并利用 3852 题的蛞果，问题即可获解. 


at m ^ 


(1 + f ) •… 

f 2 綱 


(0< r < + 


(1+/产 


df (0« + < 


于是，面积为 s xd3/—^dx = Y J - 

* ) 利用 3852 题的 结果. 


t 2m 


1 + f ) 


d / = — B (2 m +1，2 n + 1> 


【4315】 计算由曲线 ( + /+({/ = ! U 〉0,6>0，”>0) 和坐标轴所围的面积. 


解题思路令 




< p ， 夕 =6 sin 7 沪（0<史<寸），即得 
2 


了 d：y —)，dr = "^ a 6 cosf l ^sint " : tpd<p — } (在曲线上） • 
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曲线与坐标轴交于点 （ ci ,0) 及点 （0,/>). 注意在 Qy 轴上从点 （0,6) 到点 （0,0) 的一段•以及在 Ox 轴上从 
(0,0) 到点 U ,0) 的一段上，均有 xdy ~ ydx =0. 再注意利用3856題的结果•问題即可获解. 


解作代换 x = _ 


y = b ^\ n^<p + ) •即得 


xdy— ' 1 ysint 1 (pd<p. 

曲线与坐标轴交于点 （ a ,0) 和点 （0,0 .在 Oy 轴上 ，从点 （0.6) 到点 （0.0)— 段.以及在 Or 轴 上从点 <0.0 > 到 
点（〜 0) — 段上•显然有 j^—：ydr = 0. 于是，面枳为 


S = 


= J 办一>心一 jjf V cos -" 一 4 ' 


㈣ •讀 


* > 利用3856題的結果. 

[43161 计算由曲线(十厂+(| )**=( +■ (“>0.6>0,”>〗）和坐标轴所围的面积. 


解题思路 令 y =^^ T /, 即得曲线的参数方程为 

a < l + r "') 


(0<,< + oc ). 


(1+ 广 


i+r ^ l + r 

易知在两坐标抽上，有 xdy ydj ： = 0: 及在曲战上•有 u:dy — >dx — ub 山 ( 0 < r < + •■»). 并利用 

3853 题的结果，问題即可获解. 

解 作代换 y = j -^ 即得曲线的参数方秤为 

dU + 广一 1 ) bid+r 


\+r 


y 


i+r 


(0</< + oc ). 


易知 


」 」 , ( l + r - 1 ) 2 ^ 

xdy - ydx-ab — { ^ r) i d /. 

乂在 两坐标轴上，显然有 • rdjy - jydx - O . 于是•面积为 

(1+/， 


S 


■ + 灸 . xdy- ydr* y J o 


7-dr 


ferr 


(i-rr 


y(i + 广) 

[士 b ( 2 -士 •+)+ i B ( i - i )++ B (士 . 2 -士 ) r 


ah 

y 


?[】 + B ( 2 - +， i )] = f 1 + (卜 + ) 「(】 t )) r( 士) - 


ab 
= — 

「 1+ (]- 叫 

n 

•sini 

n 


* ) 利用 3853 趕的结果. 

【4317】 计算由曲线 （ f 广 i + ( f 广 )’ ( a >0.6>0, r >0,^>0) 所围的面积 ■ 
提示仿4316題， 


解作代换即得曲线的参数方程为 


bcr 


y 


(0</< + oo ). 


易知 


iihr 1 t U 

_ ^" nT ?^ d / - 于是，面积为 




/ 2 - 


(1+ r ^ 1 ) 2 


d / = 


abc 2 


2(2/ i + l ) l +/:『 


2(277+1) 
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【4318】 一个半径为 r 的圆周沿半径为的固定圆周外部滚动而无滑动，动圆周 上的一 点所描绘的曲 

线称为外摆线.假定比值 f = n 是整数•求外摆线所围的面积.研究特殊情况 r^R (心脏线）. 

解取定圆的中心 O 作坐标原点•取 Ur 轴通过点 A ，点 A 是动点的始点，即为两圆的公切点时的位置 
(图8.65〉.当动圆滚到如图的新位置时，点 A 移到点 M . 动点 M 的轨迹便是外摆线，其方程推导如下 ：设动 

圆的圆心为 C ’. M 圆的切点为 = 运动开始时，设/等于芩）.切点在定圆上所移过的弧&应等 

于它在动圆上所移过的孤即 


R - ZAOB=— - Z^CB= - t. 

n n 

从而 ， ZAO/S=*^, 设动点 M 的坐标为 (_r, ： y >, 则 

r=OG = OF-\- FM= (R + 手 )cos 士 + 手 sin/FCM. 

但 Z F('M= Z BCM- ZOCE • aZOCE= + 丄， 从而 . 

c n 

Z FCM= ( 1 + 士)广 , «»nZ FCM= — cos (o. 
于足 .id 后得 •r—R(l + + )cos 士一寻 cos( 1 + 士 ) /• 

类似地 • 可求得尸 R(l + 士 ) sin 十 -~sin(l + +)/. 



m 8. 65 


若记■，并 注意到 尺•，则外摆线可用如 T 的参数方程表示》 

x=(w-f 1 >rcosp 一 rcos(n+ 1) 史 . y 552 («+ 1 ) 厂 sinp —rsin(n + 1 ) 炉 . 

由 R = nr 知，当动圆滚 n 咽后，起点与终点帘合，即 p 的变化范围为注意到 

xdy—>cix = r (n+1)(n +2)(1 —cosw^)d 9 t 

于足••所求的向积为 S = Y ^ ( jrdy - ydj ： = 〆 （ n 七 ^〉 ( n 十 . 2 〉 f (\- cosntp ) d < p = i ： r 2 ( rrh \)( n -^2). 

特別是•当 ；*= 尺时，即《=丨•则得心脏线的面积为 S =6 nr l . 

【4319】一个半径为 r 的岡周沿半径为的固定圆周内部滾动而无滑动•动岡周上的一点所描绘的曲 
线称为内接线.假定比值 f = n 是馅数 （《 彡2〉，求内摆线所围的面积.研究特殊悄况 r=f <培形 线〉. 


解仿 I . 题，荇鉍求得内摆线的参数方程为 



cos 


n 


X 卜士) /• 


尸尺(卜士 + 


若以广士为参数，并注意到尺=以，则得 

x= (n— 1 ) rcos^4 - rcos( n — \)<p^ y= in — Drsin^p—rsin(/i— 1 )<p. 

注意到 xdy—ydx— r 2 in— 1)(«—2)(1 —cosn<p)d<p^ 

十是,所求的面枳为 . S = y £ xdy - : ycLr = (y ?-- 2 - ) 

特别是•当 i = 4 时，即 n = 4, 则得星形线所围的面积为5 = 6穴 〆 . 

r 

143201 计算圆柱面 x 2 +： y 2 = a _ r 被曲面 _ r 2 +： y 2 + Z 2 = a 2 所截那部分的面积. 

解两曲面的交线为 x ? + y - ax , z 2 = a 2 - ax . 

若将 f 面 ar ： y 上的圆周 * r z + y= fl x i 己以 C , 其狐长记以 s , 则所求的面枳显然可表为 



由于 _r + y — ax 即为 (了一 j)+y = ( j )’， 故令 


: y : 


sin ^, 


从而，弧长的微分为 ds ^^ dcp . 于是•面积为 


S =2( > s/a' —ax ds = 2 — cos^) • -^-6^=2 


f d ( f )=^- 


【4321】计算 


= rJr 


XdY-YdX 


x 2 +y 2 

若 X = w+y V .Y = n + 办，旦（'为包阁坐标原点的简单封闭围线 （W —Ar 关 0). 

解 首先注意，由 T“c/— &关0•故只有原点（0,0)使乂 7 + ” = 0.易知 

XdY — YdX =(ax-^by)(cdx-\-Jdy) — (cx+dy)(a<Lr-\-bdy) = (ad~bc)(xdy— ydjr ), 

xav-ydx 


故 


其中 


hi 


P -- 


x 2 + v 2 

(ad — be ) 


r^ — P(x,y)dx-^-Q(j ： ,y)dy. 


(ad — bc)x 


tlQ DP (acJ-bc)l(a 2 +r 2 )j 2 —(A 2 +J z )y 2 ^ ,, 、 _^, 八八、,“、 

U — - iu ^ hyV+Uz+dy ^y (( x , y ) 关⑺，⑴ 时）， 


(訂十 + w ( ax+byy + icx + dy ) 2 * 

.ip 

容易算得 
故由格林公式知 

^ P(j*t,y)dz + Q( ^ P(x%y)dj ： ^-Q(j ： *y)dy, 

其中 r ' 可为包围原点 （ o , o 〉 的任•位于 c 内的围线 .特拥 是，可取 cT 为围线(似+ 6 > 0 2 + <<： 0 "+<^> 2 =^(即 

X 2 十 W = r ^), r >0 充分小.于是，得（利用格林 公式〉 

= 丄$ xdy-vdx 

2x Jr X 2 +Y 2 2nJV‘yW X 2 +Y 1 

=批勝 # 




ad 一 


2^ 


U , 


2dxdy : 


ad_hc 


x 2 


L 


D(x,y) 

D(X.Y) 


dXdV. 


D ( X , y ) 


由于鮮皆&•故驗 - A •于影代人上式得 


ad —be 
nr 2 


x 2 


I ad — bc \ 


dX6Y = 


ad 一 be 


n〆 \ad — bc\ 


nr ^ = s ^ n ( acJ — be ). 


【4322】若简申•的围线 C 包围坐标原点，入= 9><1，>0,7 = 4(1，>0，而曲线 史 (0：，30 = 0 和 4(«r ，： y)=0 在 
围线 C : 以内有几个单交点， il * 算枳分 /( 参阅4321 题〉. 

解设 〆 hyXKyo ■•: y )=0 在 C 内的交点为 /Mx, ，： y.)(i-=1.2, … ， ; 71) .首先注意•本题应假定函数 

zxx,y) 


^ I ,： y ) 与# x ,： y ) 在 C 围成的区域内具有连续的二阶偏导数，并且在各点 PM = 

.容易算得 

Xdy — ydX = C ( pi// r — ( p , i /}) dT ^ (( fxp y — < p ， y i /)) dy 9 

从而， 


) 处有 


DU . y ) 


= i £ x ? T ^ x= ^£ p<x ^ )dj+Q(j ^ )d ^ 


其中 


p - 






又可箅得 
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<} Q = ^P 

<ix ciy 

=0 2 ) 2 [ ( 一 ( 炉 2 + 〆 ）一( 9» «) 〆 十 («+a ) 〆+2 ( 〆 史: 一 a 、< p < jj \ 

((• r ， yX ( j ,， jy ,) (/ = 1 ，2,…， w >). 

围绕点尸,（工，乂）作围线。 ： [>(^)〕 2 +[>(«1» 0 ，)] : =/(即 X 2 十 W = 〆 ） •取 r >0 充分小•使诸 C 互不相 


交且都位于 C 内（这是办得到的，因为在各点 P ,, 


D(X,V) 

D(j ： ,y) 


关 0. 从而，由连续性知，在 R 的某邻域内 


D ( X V 、 

浐0且保持定号.丁•是，根据隐函数存在定理知，变换久=^(1,^)上=0(1,夕在点（.* , > 0 = <^，：0 

邻近及点 （ x ， y ) = ( o , o ) 邻近是双方单值双方连续的）•并使在 p , 的邻近 f + y -’< r ’ （记为 s .) 上 
保持定号，将格林公式应用于诸围线 c . c , ，…，之间的区域.可得 

^ P ( x * y ) da :^- Q ( j , y ) dy = P ( x , y ) djr ^- Q ( x ^ y )6 y , 


故 


U 


% i. 


xay-ydx 

X 2 +Y 2 


1) 


但 




xay-ydx 

X 2 + Y 2 


=+ f XdV—VdX = - ^ 、 <p*p’ t — <p t ip)&x+ ~ <p y *p)dy 


=+ JJ ) drd ，+ Jf ^77 ^^=^(sgnJ 


2 t D(X,y>\ 
7( sgn 万 ? 7^T) P 


!XdV= - ^=2 n (sgn 


D ( yt ^) \ 
D(s.y) f r f 


d (〜） 

代人⑴式，即得 /= E ( s g n § SS ) 广 

或写为 

其中 U 的是对曲线 〆 1，>«)=0与•: y )=0 在 C 内的各交点相加. 

注显然，4321題是4322題的特例.这时，曲线 《_ r + A ： y =0 与 cr + d：y = 0 在 C 内只有一个交点，即原 

点 （0,0) ，而 — 6 c *. 

lXx，y) 

【4323】证 明：若 C 为封闭围线 •/ 为任意的方向•则有 

^ cos (/» n ) d 5 = 0. 

式中 n 为围线 (：的 外法向 M . 

证如图 8. 66所示.不妨规定 C 的方向为逆时针的.以 I 表示.由于 

夹角 

(/,/!) = (/, X ) — ( H , J ：) , 

故得 cos (/. n ) = cos (/， j 〉 cos (/ i ， j ) + sin (/•：*:) sin ( n ，•!■>• 

但是， sin ( n »: r ) = sinj ^( r ，_ r ) - f * J = _ cos (“* r > • 

cosCu ) = cos [( r , j > — ^-j = sin ( f , j ), 

且 cos ( r , x ) = ^» sin ( f ， j ) = g ， 因此，有 



cos(/»n)d5= cos(/*a ： )dy— sin(/ ， _r)dr. 
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冉利用格林公式，并注意到 sin (/, oO 和 a > s (/， r ) 均为常数•即得 

丰 cos(/.n)d5 — ^ [― sin (/ ♦J-)dj-+cos(/..r)jd < y= Jodrdy=0. 

5 

【4324】求积分 /= ^) [ xcos («.- r ) + vcos(/i . 3 ») Jd.v 

之值•式中 C 为有界区域 S 的边界•它是简单封闭曲线 •/! 为它的外法向 M . 

解 如4323超所述，已知 


cos ( n ^ x ) =« 




f ] = sin (/. J ) = g . 


d〆 


cosC / i . 3 ») = cos |^-^ — ( n . j *) = sin (/ i , j -) = sin — = — cos (/. u )= 

于是 • / = ^ xdy—yd:f=2 • ^ xdv~,ycLr^ 2S. 

这里 S 为封闭曲线 C 所围的面枳. 

【4325】求 lim (F - «) d . v . 

•/( S)—o Z > JC 

其中 . s 为包围点 （々• >) 的围线 r 所围的面积 •以 . s ) 为区域 s 的直径为围线 r 的中位外法向砑. 
为 s + c 上的连续吋微向捃. 

解 由 4323 题的推导过程中知，向 M /» 在坐标轴上的投影为 


n ^ = cos ( n . T ) = ^\ 

as 


cos ( n , y ) — -完. 


于是, 

闪此 ，利用格林公式苻 


(F • n ) ds ^( Xn 9 + Yn y ) ds = Xdy ^ Ydx . 


S . 


(F-f»)dv=^Xd^-Vd J -= J ('g + g)drd 尸 (g + g) 

其中点区域 S . 于是 • 


§ 13. 曲线积分在物理学上的应用 


【4326】均匀分布在阓 x ! + y z = a z 的 t 半部的质进 M 以怎样的力吸引位于 （0.0) 质 fi 为， 
质点？ 

解 由对称性知，引力在 Or 轴上的投影 X =0 •故只要计算引力在 （). V 轴上的投影. 

设圆心角为^由 d .、一 知•对于长为 d •、一 段圆弧吸引质 M 为 m 的质点的力在 Qy 轴上的投影为 

M 


的 


km 


dV = 


sin^ • ud0= ^ m j^ s\n0d0* 


K 中 A 为引力常数 • 

于是•所求的引力在 （)： y 轴上的投影为 


kntM 


2 kmM 


【4327】 计算单层的对教势 


r sin ^ d 6 

• ： y >=!， lti + d “ 


式中 / C = 常数， r = V ^- xy ^ irj - y ) 2 ，设围线 C 是圆周 f 
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解由对称性知，单层的对数势为 


u ( xty ) = 2 k 


Rdd ^ 2 Rk 


Jo ，n i 

~ Rk [' lnK 2 [ l —2 音 coM +(|~) 2 >， 


df ) 


vR : — 2 Rpcos 6 + p z 


K 中户= Vt 2 + y 2 ，$ r +^ = /^ cos ^， 而沒是向量，= 
利用3733题（或2192题）的结果，可得 


与匕=崁+ 0的正向夹角. 




0 , P d 
2 jrln , p > R . 


丁是 •我们有 m (- t ^)=-2 /?/c \ nRdO ~ RK ^ ln [ l _2 貪 CO W +(|)‘」 d ^= 

【 4328 】 采用极坐标 p 和 p 计苒单层的对数势 

/i = J cosm^rln -^- d ^ 和 ~ J 2 sinm^ln 

式中 r 为点与动点 （1,0 间的距离 ， m 为正整数. 

解由于 


2 nRK\n 




27 r/?/cln — f p > R . 


=— 



)du 


r— y/(pcos<p—coSip) z ^(f>s\n<p—sinip ) 2 = /I 一 2pcos(4 — 9) +〆 ， 

于 M •当 />< l 时，我们冇 

j* 。 cosm0ln[l — 2^)cos ( 少一 93) 十〆] d0 = — T \ ^ cos(mw 十 m^)ln( 1 — 2PC0SM+〆）dw 

=—^ \ ^ cosm ^ cosmi/lnCl — 2| OCOsm - I -^ 2 ) dM +-|- | sinw^sinmulnC 1 — 2 pcosu -\- p 2 )6 u . 

W 为上 述右戏 两个积分中被积函数均为以 h 为周期的函数•并注意到奇偶函数在对称区间上的积分 
性质，则冇 

/, — —c.of>m<p J cosmwln( 1 ― 2 < r»cosu-4- < o z 

= — cosnup J cos/w«ln( 1 — Z^ocosm 十〆 ）dw= — (cosm^?) ) = 士 p m cosrrup ''. 

同理，我们有 

h - J sin//»^*ln[ 1 — 2 pcos(<p— <p) +p z ]d^»= - | sin(m« + m 史） ln( 1 — 2 |ocos“+〆 >d« 

sinwttln( 1 — 2 pcosu -|- 

u J 秦 n 

\\nnup J cosmuln( 1 — 2pcosu + p : )d«= — (sinm^j)(— 会 〆 ) = 士 P" ^ inrn <fi- 
当^ >1 时，则有 


__ co % m 9 [- ——- h ^) di 4- sin ^ T cosmwln ( 1 - Zpcosu ^ p 1 ) 6 u 




<nup^ coswMln(l — 2 ^k*osm+ 〆 )dw= — cosnup J cosmwln〆 ^1—2 十 cosm + -^ ) 


du 


cosm<p 


= — coswp j" coswMln ( 1 — 2 丄 cosm+-^- )di/= — (cosmp) (― ) = 

同理，我们有 h = ~ sinm^ J cos’》“ln ^ 1 — 2 — cosi/ + -y- ) d“= _(sinm 史 ）( _ *7^ ) = m s ' nw ^* 

对丁 /0=0 ,显然有 /. = / 2 = 0. 

现在来研究当 p=l 的情况 . t 先，积分 

/j = (^ coswulnC \ — 2pcosu~t-p z )dz/ 
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对于 P 在区间 [1，1+ 幻上是一致收敛的，其中 3 为很小的正数.事实上，对于充分小的”当 U 在（0, 7 )内取 
值时.有 

1 >1- 2 WOSM 十 〆= ( 1 — 〆 •’ 十2 〆 1 一 cosm )^2( 1 一 cos “）〉 0 . 

于是，当1< / <1十 5, M 6(0. 7 ) 时，有 

! cosmuMl — 2 pcosu + p 2 ) |< | ln 2 (l — cosw ) |. 

而积分 f | ln 2( l - cos M )| d M 是收敛的.这是由于当0<2沒<1，有 

lim I ln 2( 1 一 cosm ) I = lim 一 [2(1 一 cos «>]’ ln [2( 1 ~ cos < i )]^ ( 1 — 】 = 0 . 

丁 是 .积分 J coswi / ln ( 1 — 2 ^>cosm + 〆 ） d « 

在上一致收敛•故知积分 

7 i = J coswiulnU 一 2^00051/+/ )dw 

在1<^<丨+5上一致收敛.从而 ./, 作为参数0=1的函数 在 / j ^ O 是右连续的.由此，根据上面已求出 / >>】 
时/，二工一 w cosmp 得知 ：当 〆 =1时， 


问理，可得 


/i = lim — p m cosm<p= —cosm^ 
I 2 = lim — p m sinrrup= —sinm^j. 


综上所述，得 


= — p m cosnup. p m s\i\m<p^ i 


=~ I© m QO%rrupn h p 〆>!• 


其中 


) 参看 H . M •當曰充、 RC . 格拉德什坦编著的“函数表与积分表 ”3. 765 公式 1. 
* >根据上面公式 ，当 p 2 >\ 时•有 

J In( 1 — 2pcosj+ p : )cosaJ*dj= J in〆(1 一 2-^cosj + ^j ) cosajrdj 

=J 21np • cosa*rd>r+J In ( 1 - 2 士 cos_r+ 合 )cosa^rdx 
=J ln( 1 -2 士 cosj +古 )cos<rrdr= — —p •• 

为正整数. 


【4329】计 « 高斯积分 


u(x 




co 5( rtfi ) 


ds. 


式中 r = Vi ^- xy ^ C ^ y ) 2 为向 Mr 的长度•此向敏连接点 A ( u ) 和简单封闭光滑围线 C 上的动点 
，（/•，/!〉为向 fit r 与曲线 C 在点 M 的外法向 fi /!之间的夹角. 

解设 n 与 Qr 轴的夹角为 a ， r 与 Or 轴的夹角为/?，则 </•.«) —于是， 

=-~~ -C0SO+ 2 ^sina. 


cos(r ， n) = i 


代人高斯积分，得 


w(-r,.y> = ( 2 ^sina+ 气 ^cosa)ds = 炎 


令尸=一，则有 

dP_-{ 


卜: r ) 2 + (” 一 y ) 2 c ? Q _ -( U 2 +(”一 y ): 

r 1 ’ ’ r 1 
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因而 P 、 Q 的偏导数除去点 A (此处 r =0) 外，在全平面上是连续的，并且于是，利用格林公式 知：当 

% 3 rj 

点 A 在曲线 C 之外时，有 

u(x,y) = ^ ?? ■ 卞 ■ ’ - ? ■ ) d> = 0. 

3点 A 在曲线 C 之内时，则在曲线 C 内以 A 为圆心 . i ? 为半径作一圆/,即得 

禾 £2^2 d ,= 表去 di = 2 ,. 

当点 A 在曲线 C 上时，不妨利用关系式其中为从点 A 看曲线 C ' 上弧长的微分心•所 


张的角度.今以 A 为圆心， r , 为半径作一小圆，交 C 丁/3,及认两点，将曲线 C 除去小 M 内的部 分记以 


丸•，则有 


于是，找们有 u ( j -. y )=^ f --^ ， - ， l ) di = lim COS ( ^ tW ) d 5= Wm Z ^ AB ：= n . 


综上所述，得高斯积分 u(s,y) = j c ds = 


0, 点 A 在 C 外， 


it ， 点 A 在 (：上， 

2 rr ， 点 A 在 C 内. 

* ) 参看 r . M . 获林金奇尔茨著《微枳分学教梂》538目. 

14330] 采用极坐标系 p 和&计算双层的对数势 

K ,= £' S i .咖一〉 


J r 


dipi 


式中 r 为点 A (^ p ) 和动点 M <】4) 之间的距典 
的夹角，/«为正粮数. 

解 由题意知： 


) 为方向 AM — r 与引0点 0(0.0) 的半径 () M » n 之问 


cos ( r ， n ) (cos 必一 pcostp ) cos 0+ ( sin 必一 psirnp ) sin0 


1 —pcos(0 一妒） 


f — pcos ^) : +( sin ^— losing ) 2 1 + 〆 —2 pcos ( ip —< p ) 


从而•当 = 又囚 m 为正锒数•故此时有 


K, =-|- J cosm0d0=O. K z = -y J sinm^id0=O. 


当 p <\ B . f , 因为级数（利用 2968 题的结果） 


— pCOs ( d ;—< p ) 


Z p n cosn ^-< p ) 


1 +〆 一 2 pcos(.ip— <p) 

在 [0,2 tt ] 上一致收敛，乘 cosw ( f 史)和 sinm (0 — 9 )以后在[0,2冗]上也一致收敛，故可逐项积分.于是 

k _= J : 

= f [cos/?i(^—^)cosm^?— sin/w(0—^)sinw^3~ [1+ p"cosn(tp— y?) Jd^« 

J 0 1 

= coswy 3 J cosm ^ tp 一 < p 、 p n cosmitp — ip ) d(p 

^p''cosnup J cos 2 ^)d^= np 9 cosm^p. 

同理.容易求得 

= r Mnm 中 乎- 

当^ > i 时.我们有 
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K { 


= r c ° s 77 ^ iT ； 


—pCO^iib— <p) 


1 ‘ 〆 一 2pcos ( 中一 <p) 

_ 1 P * , [1+泛 2 一 2/ jcos (0 一史）〕十 （1 一 〆 

2 Jo COsm ^ 1 +〆 一 2 />cos( 0 — 炉） 

1 一 〆 


. r If’* ■ 2 — 2 pcos( 0 —」• 




=: — 


+ r co , 

J cosm # 


1 + r 2 — 2rcos ( 小一 <p) 
1 一 rcos(0 — <p) 1 


dip = 


dtp= -^- J cos/n^i 

COS //10 


1 十 〆 一 2pcos ( t //—< p )^^ 

(l — r 2 ) + [l+r 2 — 2 rcos( 0 — y)] 
1 + r 2 — 2 rcos( (p) 


dip 


l+r 2 — 2 rcos( ^—<p) 


d(p= — cosm<p= 


n 


COST71(p^ 


其中 r = f <1. 
同理，可求得 


Ki= r si — 一 矛‘， 


综上所述，得 


K I = np^ cosnup • K ： 
K,=K ： .= 0 - 


Sinm<pf 


户 <1 


Kj = — -^ cos // ic 9 t Ki = — ^»\ nnup . p ^>\. 

P P 

[4331] 若 + •则称二阶可微函数 W = «<*r, ： y) 为调和函数，证 明：当巨 仅当以下条件成 


立时，“才是》和函数1 


f S d5 = °' 


flu 


式中 r 为任意封闭凼线为沿此围线之外法线方向的导数. 

而<参« 4323题的 推导〉 


cos ( n . x )-^. 


W 一 f • 

ds 


故利川格林公式（注意.题中应假定 《(* r .： y ) 具有 连续的二阶偏 导数） •得 

£ 完 ds= t ^d y -gdx=JT (g + 穿 ) drdy=|(A“>drd y . 

其中 , S 衣由封闭曲线 C 闱成的区域.由此式知 ： f gd 、= 0( 对任何封闭®线 C > 当 且仅当 jj " ( Au ) ds 6 y = 0 

S 

(对任何区域 S ). 但 易知这又相当于 心三 0 .枣实 h . 若心三 0 ， _ 对任何 S •有(心) d.rdv = 0 :反之•若对仟 
何 5, 有 Jl ( ^ ) cLrd ： y = 0 , 则必心三 0 .因为，若不然•在某点（10,>)4«尹0.例如，设在此点， △“>() •则由连 

5 

续性可知，必存在以 《• r 。，％) 为中心•半径为 r 。 （允分小）的圆域孓•使在其上每一点，都有 △«>(). 由此可知， 
jj (^ w ) d . rd >»>0. 矛盾，证毕. 

5 

【 4332 】 证明： JJ[(ff.) +( 努 ) ]dxd^= - JJ u^udsdy^ ^ M ^ds. 

式中光滑曲线（：是有界区域 S 的边界. 

证由于 

^ m d > = ^ u ^ cos ( n . j ) + | psin ( n , x ) di = ^ u ^ dy — u ^ j.dx 

= ji [£(“£)+ 惫 (“ s )] djd ： y = jM ttdrd ： y + n ( f !)+( i 5 ) 2 ] djd>r ， 
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㈣ n ( 艺)、 (g): ]岭 -• ji 

s •、• 

【4333】 LE 明—函数在舍 界区域 S 内及其边界 （’ 卜为调 和函数•则此函数单值地由它在边界（’上 
的俏确定（参考1332越). 

证山题意知•找们只变讪 明：如 作有界 K 域 s h 的两个调和函数〃，和^，在其边界 （' h 有相同的数 
fft •则它们在整个 IX :域上恒等.这也就是要证明：若调和闲数 u =-- u t - u 2 在边界（〕 tl 等于枣.则它在整个区 
域 I •悄 为零.事实上•利用 -1332 题的结架，得 


r 圮•在锒个区域 .s L : •有 


f [( S )、( g)>—a 



这4明.在5 i j 力常数.们作边界 r L : i ^ o •故在区域 s 上!4=0,即 Wl = i / 2 . 
【4334】 证明 f •面上的 格林第 二公式 





<]v 

thi ds. 


式屮光 miw 线（’是朽界区域 . s 的边界 • /为沿 r 的外法线方向的导数. 


证 找们有 


= cf r : 

山/ ^ I * l 


cos< w ..r > 十贫 ? iin(n ..r> ]cl 卜 f v gdyr 贫 c!j. 


M 川! •吖 


K f [ 去 (S)' 告(一 v §) 」 d r6y * I (£ £+§ 宕 ) ^y- 

5 m " g 心-群 (4 :) 一悬卜 g )> d , 

*lf (SS ' 贫 S )( Lrdv +J[ ttavdrdv * 




f]j£ f ]v 
chi fhi 


ds 


= t (力 


完 )ds = jl n^u dxdy — Jj uAvdxdy= (J 




1- rd . y . 


[43351 利用格林第二公式 证明： 是冇界闭区域 S 内的调和函数•则 


uir - y)= hl (“t— lnr 完） d .“ 


式屮 （ ％ 々 KWS 的边界， / i 为削线 r 的外法叫 Irt .(. ro ) 为区域 . S 的内点 w = A ^- x ) ? + ( 7 - f . y ) 2 为点 U , 
. v) k •) 旧线 r I •.的动点 （$ 7 > 之间的距离. 

提示 从区域 .S 中除去点 U \ v ) 与该点的无穷小的»形邻城，并对区城 .S 的剩余部分（困 8.67 中的区 
域 . S ") 应用格林第二 公式. 


证宄 ilh v=\nr 为 (了 •})) 的调和 函数. 事实卜.•我们有 

rhr _ ^-.r fl 2 71 _ ( j )- y ) : - (^~ r ) : 

+ ( if— v) ? # [(c - .r) ! + (iy——y ]• • 

f)y _ rt — y _ f ^ v — ( c —— r )• 一 （ 7—— y ) 二 

^― ( 在 —j ): + ( 7 — —[( 芒〜 


闪此. 




<V 


^ H 


=1) • 即 △!，=()• 


今以点 （ x 、 v >(3(67) 竽 G o ，) 时） 力中心 T 为半径_一圆（、•使此圆包含在 
IW 线 r 内 •（： 及 r 的 IF . 向如阌 8.67 所示. 曲线 r 的法线向外的法线指向点 


.因此•在 C 卜.，我们 ft 



图 8.67 


15】 




d\nr 

1 

r- P 

n r 


d\nr 
dn 

现将格林第二公式应用到由 c a 及 C 所围的区域 s ' 上去，即得 

<iu D\nr 


1 


Au A Inr 
u Inr 


由于 AlnrcOAwcO , 故得 




3u d\nr 
r)lt dn 

u Inr 


On <)n 
u Inr 


d5 = 0. 


ds . 


将行列式展开，并利用曲线积分的性质•即得 

i ^ nr ^ u ^) ds= -i t 磬 K 

但由于 

炎 （ Inr 完一 “ = 炎 liy> 詰 cb 一主 “ (一 士 ) cb =0 • lry>.' + 十表 

= • 士 d5- 0 -2xM(^.V >* 

其中《(<, 7 ')为《在圆0：。上某点的值，故得 

两端令 f + 0取极限，并 注愆 到函数“在点 (> r ，： y > 的连续性，即得 

w ( x ^ )= A £ ( M i 7- | nr f ^) d, - 

* ) 利用 4331 題的结栗. 

* * ) 利用第一型曲线积分的中值定理，其证明方法与普通定积分的中值定理类似. 
【4336】° 证明对于渊和函数的中值 定理： 

i(M) = ^—^ u(^rf)ds. 




式中 C p 足以点 M 为中心 P 为半径的岡周 • 

证利用4335题的结果（取 C 为 C p ), 得 


u(M) 


( M 17- , nr f ^) d5 


但在 c p 上，有 


0\nr 

drt 


3\nr 

dr 




由此•再注意到 £ gd 5 = 0( 这是利用 4331 题的结果），得 


u(M)!= ii ( 7 - ln ^)—!>■ 试 ““， 养 


证毕 . 


*) 原題中潙掉了 1°,即应将4改为 

【4337】 证明 ：有界 闭区域内的非常数调和函数 M (* r , 30在此区域内的点不能达到其最大值或最小值 
(极大值原 理）. 

证设有界闭区域为它是由有界开区域 D 及其边界构成.我们要证明 ：如果 W (x, ： v) 在6内的某 
点尸 n (x c , ： y 。） 达到其最人值或最小值（例如，设达到最大值），则 u (* r •: V )，在 H 上必为常数.下分三步证明. 

(1) 先证： 若圆域5,=卜文， :/ )|(1-1。） 2 + (>— > 0 2 </}完全属于仏则“(: r ，>0 在 S , 上为常数. 
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对任何的 0< r< p •用 C , 表圆周 {( hy ) 丨（ I 一•由4336题的结果可知 


故 


u ( jr n *^ c ^ = 2 ^^,. 心. 

2^.^ [m( J- rt * > ) — mC jy)]d> — 0. 


但因 w (办，>)为最大值，故在 c % 上恒有 



u(xo .y 0 ) ^ ii($ ， 7)>0. 

由此.根据 （〗'>, 即易知在 c , 上“（1。， > >一《(6 >7 )三0.因为，若有某点（$,， 71 >€(：,使《(々，）.,,> 一 
= r >0 •则由 M ( X ,； y ) 的连续性可知，必有以（各，）为中心的某小圆域 (7 存在，使当（$，7；)€^10心恒有 u ( Xn ， 


>>一“(6,1；)彡 f •用 c 表 C , 含 f ( X 内的部分•则 

表 [a(j 0 •>)—«(6*J7>]d^ | r [u(x 。 • 炎）一 "!~ds=+i7', >0, 

其中夂表阒弧 c : 之长，此 a 然与 （1') 式矛盾. 

于是 ， ft C 上有 uUo ,外〉一 “（f 7>芝 0 •再根据 r 的任意性 （0< r < y ，即知对任何 （6 7) e S〆 都有 
— ,> ). 换句话说， ttbd ) 在 S , 上是常数. 

(2) 次证：设厂 V ' >为 D 的任一内点 （即 P - e /2> •则必有 
u ( x ' .>>' ) = u ( jTo ^ y 0 ). 

用完全含于内的折线/将点/> 〆 々，>> 与点 PMt '，） 连接起来 
(阌 8. 68) .用6 J 与/之间的距离，即 



^=min ) 2 + (y — y • 

其屮 0^的是对一切（1,>0 6办2,(_|：，>0 6/来取的（由 T ^ n , i 是互不相交 
的冇界闭集，可证 min — 定能达到，从而冗>0).取0<#<<5. 以点 P 0 为中 
心， 〆 为半径作一圆•得圆域 So - <( x ^)|( x - x 0 )* + (> r-^) l <^ f >*tt 

圆域完全含于 D 内•由 （1) 段已证的结论知 •《(■*■, >0在 S 。 中为 常数. 特别 u ( x l . y ,) = u ( xo , yo )^ 这里点 
尸 1 (*^,%)代表圆周0={(1, 3 0丨<1一々> 2 +卜一>)~-5 /1 >与/折线的交点.又以点 P , 为中心， y 半径作 

一圆，符圆域 5,-^(了，>0丨（1一1,> 2 +(7 — 力） 2 <在 / 1.由于“（14)在点/ 3 ,(了，，：^也达到坫大值.而& 


完全含于 n 内•故将 （U 段结果用于 S , 可知 i / b •: y > 在 S , h 为常数•特别%> = «(•/•,,%)，这电点 
P 2 (A.：^) 表圆周 C , - {( 1 . 30丨（1 一 1,> 2 + (7—力） 7 =(5' 2 >与/的交点（除外的另一交点）.再以点 h 


为中心，〆为半径作一圆域5 2 •…，这样继续作下去•显然，至多经过”次 U 表大于 的 M 小 i £ 粮数 u 表/ 


的长）•点尸•（ 〆 •>•)必 属于又 ，，从 而. 

m( j* y m ) = u(j (t ..| )=^" = “ （ j ，， y ，) — u(x u ^yo). 

(3〉 由 （2) 段的结果可知 ， U ( t ，>0 在 D 上是 常数； 根据 M ( x •: y ) 在 6 上的连续性，通过由 17 的点趋向的 
点取极限，即知 〆 ■!•，. v ) 在 n 上是常数.证毕. 

注从证明过程中看出，需假定区域 / K 从而 n > 是连 通的. 事实上，若/2不连通，則结论不一定成立•例 
如，设 n = s ,+ s 2 ，其中 s , 与 s 2 是两个互无公共点的闭®城•而令 


u ( x , y ) = 


C \ % 


( x ^) es ^ 


( x , y )6 S 2 , 


其中 c } ^ c z 是两个常数，則 u ( x ,： y ) 显然是乃上的调和函数且在6上不是當數，但它却在其内点达到最大 


值与最小值. 


【4338】证明黎曼 公式： |[ d J - dy=£pdx + Qdy . 
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式中 


L [ u ] = 


a 2 


du M . du 
•b 


MlvZ = 


a 2 


dxdy ^ dx dy . … dxdy 

为常数）， p 和 q 为某些确定的函数.围线 c 是有界区域 s 的边界. 
证因为 


g - 命， 


L [ m ] M [ v ] 


= vL^u] — wM[v] = 


oxdy dx 



3 2 v , dv , . Dv 
— + au Vx + bu Ty 


CUV 


a $$)— (⑽〉=垚(” g 十卿) —急 (“ g —-)， 


故利用格林公式，即得 


s 


L [ u ] M[v 二 


dxd,y= d) Pdj ： +Qd^. 


其中 


P = 


Sv 


〜 g + 


^ buv ， 

【4339】设 “=« (: r . j ) 和 x ^ iKxa ) 为定常流的速度分量， C 为区域 S 的边界，求区域 S 内流体质资 
的变 化平. 若流体是不可压缩的，且在区域 S 内没有源和汇，则函数《和 I ；满足怎样的方程？ 

解设流体的速度为％则 + 又 dssdoi + djy /. 于是，流体 M 为 

Q = ^ w • wds— ^ [MCOs(n*x) + vsin(fi,j ： )]ds— ^ “d 厂 vcLr •’ = JJ (|^4- g)d:dy 

典中 n 表示曲线 C 的外法线上的单位矢 fi •并且此处已假定流体的而密度等于 ] .若流体是不可压缩的，且 
在区域 S 内没有源和汇，则流体的流出«与流人 坩的差 Q 应等于岑，即 

g + g)dxdy = 0. 

又显然，对于任意的围线 C \ 上还结果均正确.于是，连续函数 《•!； 应满足 方程： 

* ) 参看4323題的題解. 

I 4340 F 根据毕奥-萨瓦尔定律•通过导线元 ds 的电流〖在空间的点 M ( u ^) 处所对应的磁场强度 


f( 


为 


dH^ki 


(rXds) 


其中 r 为连接导线元 ds 与点 M 的向为比例系数.对丁•封闭导线 C 的悄形 ，求点 M 的磁场强度《的投 
影 

解 由题意知：若 设号线 C 上的动点为则 

r =( e - x ) i +( 7 - y)j + ({；- z ) A . 

又 ds = c^i + d 7 > /+ df *. 于是.磁场强度为 

i / k 


H =kin 
Jc 


V 


6 一了 m C— s 

drj 


ki ^ ■^■[(广 y>df — ( f — z ) d 7] i +々 i 系 士 [( f -相 


从而投影 


—($—T>d^— (7—y)d^]*, 

H r = ki ^-[(7—y)df—(^—z)d^]* H v = 是 ’ 丰 z)d^— ($—j)df], 
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§14. 曲面积分 


而 /(, 


式中 


第一型曲面积分若 s 为分片光滑的双侧曲面 

x=x(u,v) f y = y(u,v) , z = z(u,v) ((u,v)6n) 

: y ， d 为在曲面 S 的各点上有定义并且连续的函数，則 

(j-,>».z)dS= J| f (x(u,v) ,y(u 9 v) *z(u^v)) y/EG—T^dudv. 


(1) 



( 2 ) 


E = 


G =- 


( 瓮 ) 2 + ( 贫 ) 2 十 ( 贫 ) 


f =^£ 竺 £i 
3 u Sv du dv du dy 9 


在特别情形 T , 若曲面的方程具有以下形式： 

z — z ( j ：^ y ) (( Xfy )^ a ) 

K •中 Hhy ) 为单值连续可傚函数，则 


j[/(j,y.r)dS= 14- (|^) (~) djrdy. 

S # 

此积分与曲面 S 的正反面的选择无关. 

若把函数 /<■!：, > 2 )当作曲面 S 在点 < x ,： y , r > 的面密度，则积分（2> 是此曲面的质 M . 

2°第二型曲面积分若 S 为光滑的双侧 曲面： 矿为它的正面，即由法向贷 n { CO sa , c OS / 9, c OS y } 确定的 
—面，尸=忾1,>^),0=(3(^, 2 ),/? = /?(^, > »,*)为在曲面5上冇定义而且连续的三个函数，则 

JJ Pdydz + Qdj-dz + Rdjrdy = J ( Pcosa + Qcos^-f Rcosy ) dS . 

s t s 

若曲而 S 以参数方程 （】> 的形式抬出•则法向设 n 的方向余弦 由下列 公式来 确定： 

A B C 


(3) 


土 v / A 2 + B 2 + C 2 


cosp 


士 v / A 2 + B 2 十 C z ’ 


cosy 


士 va 2 + b 2 ^c f 


其中 


A = 




j ) p _£ Crt ^) 

d(u,v )• d(u.v) f 


3 iutv ) % 

r 根式前的符号用适当的方法来选择. 

当变换为曲面 S 的另一面5_时，积分 （3) 的符号 相反. 

E 43411 两个积分 f , = JJ ( P+/+ Z z )<JS 和 ^ = JJ ( x 2 + y +2 2 ) dP , 

S P 

(式中 S 为球曲 〆 + y +^= W * 其内接八面体的表面 Ixl 十 |： y | + kl = a ) 相差若何？ 
解？¥ 令 x=as\n<pcosd^ y = asin ^) sin ^, z=acos<p, 

则有 

1 1 — j*(x J + y + z ? )dS = J o ^| a ? • 

5 

为求/ 2 ,只要注意到卜|= < 1_(|1| + |^|)，并利用对称性，即得 

lz — JJ (x 2 + y 4-2 2 )dP—8 J dx| >/J[J ： *+y+ (fl-a: - 

= 1673 £ dx ^ J [ x ? + y + x ^+ y - fl ( x +>)] d > 

= 1673 [x ? ( a -x)-Y<«--r> 3 -^a- J ) + y(a-x)]d J 


ina\ 
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于是，两积分之差为 

【4342】计算 


- l z = 2(2 n - J^)a 



dS . 


式中 S 为曲面 i 2 + z 2 — 2 az ( a >0〉 被曲面 
解作变换 


=arsing t y = 


T 所割下的部分. 


= a+arcos 汐， 


则两曲面分別化为 


两曲面夂线的参数方程为 


=1 • 和 


= 2 a 2 cosdC 1 + cos ^). 


sin ^, y 


ycosSn-fcos^), 


+ aco ^0 


于是 • 


JJ zdS = | T ^ df?| y (a + acosO)ady= tjla' y/co^d -/(\+ cosd) * 


a 一 


以 “ 3 J? 


- 7 ? 4 | y/toiSi 

y/co^d vTl + cos^) 




s\nd 


d ( cosd ) 


— A >/2 a 3 J ： 


Vco^di 1 +cos^) 


d ( cos ^) 


v(l — cos6) 

3 J: 0+(l-/>++ ， i(l-/>- + ]d/ = 4>/5V[B(j ， j)+B(H)]»*|V^“: 

计籌下列第一型曲面积分： 

【4343】 JJ (_r+_y+r 〉 dS, 式中 S 为曲面 / +y + ,r>0. 

S 

解由 f 


V ^( g ) + ( g ) = V 1+ ?^= 


故有 


+ >4-z)dS = J da -1 


V ? A 


Va l - x l - 


(x + y + ya 2 - x 2 -y )dy 


【4344】 


Va 2 - x 2 - 

=J ( nax -\-2 a - Va 1 — x l )dx = 4“ J ( J a ： — x 1 dx = 4 a 
JJ</+y)ds, 式中 s 为区域的 边界. 


解面枳 S 由两部分组成 .一 部分为 S ,: z =>/?^, 它在 Oxy 平面上的投影为 
分为 S 2: 2= l , 它在 ary 平面上的投影也是 x 2 +;/ = h 对于这两部分分别有 


+y = i ; 另一部 


V 1 + ( ff ) +(8) v ^ + ( E ) 十(§) =1 . 

若利用极坐标•則有 

(x 2 +/)dS=| (: 2 +y>dS+JJ <x ? +y 2 )dS=^ J'* dpj: —dr+J: d^£ r^dr^y<1+^2 ). 

S 5 l S 2 °° 

[43451 \] ~ f ^： y ) z ，式中 S 为四面体 T + jy+zSl 彡 0.3^0, Z >0 的边界. 

提示注意曲面 s 由四部分组成，分別为 

Si s J + y + 2 = 1 1 J >0 t ^>0 f 2>0； S 2 : x = 0； S 3 : y=Oi S 4 ：z = 0 . 

解曲面 S 由四部分组成，分别为 Sn + jy + zsKjXKjyXhzXh & jsChSnjysCh & dsO •于 
是•我们有 
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fcirS ^ 


(1 + 1 十 >0: 




d +^> : 


=-<>/3+1) dr J: 


( l + z + jy ) 


纣心 r 


卜 w: 

dz 

(1+ x ) 2 


dz 

(1 + x 2 ) 


w: 


< l + x - f >) 


-( v ^+ n ( ln 2 -y ) + 2(1- In 2) = ^ = ^- I -( V 3-- I ) ln 2. 

【4346】 I kyldS , 式中 S 为曲面 z = : r 2 + y 被平面 z = 1 所截下的部分. 


解由于 


+ (g) 、 (f^ = ^7P 


若利用极坐标，并注意到对称性，即得 




=4 JX 


cos^sinp 


2 f: r 5 >/l + 4r-dr= J* t l vTTTfd/ 


0 1>2 作 "4(4-¥ + 爷 )1: 


125^5 - 
~420 


* ) 作代換 

* * > 作代換 

[43471 ，式中 S 为椭球面, p 为桷球中心到与椭球面傚元 dS 相切的平面的距离 


解设椭球面方程为 


^ = 1 ， 


则曲曲上 任一点 （x + d 的法矢向为 { 表， A 卜从而，由 ® 设知# 


P coa < n ， r )， 其中 n，r 分 


别表示点 （ 10 以 ) 处的法向 ft 和径向即 0= 


J 1 V * ( j 


而法线与 Ch 轴夹角的余弦为 


6. T d 


于是， 




j (^ + v) 


dxdy z 


:4 夺. 




小 -[$+ 去、 


6xdy 


2 W :[7 fM 去 + 去)-，^(去 + 去 )+ 2 


TfM 去+去 ㈣ )+ 2 孕] rdr ” , 

'^(? + f)-t (1 -^ >i (^ + f) + 3? (1 -^ )4 

■ 


= ¥ fl 6 f (7+ 去 ++)• 

作广义极坐标变換 1 = arcosd . y = brsmO . 


^ * ) 利用关系式 


yr ^ 
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解由于 


>(|^+( 訂 +(|^=| 
G= (lt) 2+ (^) 2+ (fi) 


v+sin 2 x;= 1, 


=u z sin 2 1 ; 十 


v+l = l + 


F =££ 2£ = 

du dv du dv du dv 


一 Msinvcosz;+ «cosz;sinv=Ot 


故得 v^G-F 2 = v/TT^. 于是， 

jj* zdS = J d« J v ^/\-hu 2 dv= 2ir 2 J >/i +“ 2 如 = 2 兀 2 + + +ln(w+ %/l+u 2 )] | 


= tt 2 [“ v 1 +ln<“+ v\+a 7 )] 

【 4349 】 JJr 2 dS ， 式中 S 为圆锥面的- 一 郎分： x = rcos<ps\na* y = rsin ^ sino . 


(O^r^a » 0 ^ 9 ?^ 


20和 0 为常数 (0< a < y ). 

解 由于 

E=cos 2 ^)sin 2 a+sin 2 ^sin 2 a + cos 2 Q= 55 1 f 
G= 〆 cos 2 psin 2 fl+ 〆 sin 2 (psin 2 a=r 2 sin 2 a ， 

F= (cos^sino) ( — rsiny>sina) + sin 9 !>sina(rcos^sina) = 0 f 

故掛 y/EG — F 2 = rsina . 于 是 • JJz z dS = J *。 d^j r 2 cosa • rsinadr =^| - 

s 

【4350】 JJ ( J：：y + 沢+ za :) dS •式中 S 为圆锥面 2 = y /7 T 7 被曲面？ + / = 2 a : r 所割下的郎分. 


解由丁 • V 1 + (ff) 

乂曲面 S 在平面 arj 上的投彩域为 /+ y <2 ax . 于是，利用极坐标，即得 

f ( j\y + 十 z i 〉 d 5= V ^ f d ^| _ [— cos 史 sin ^ p + r ^ cos^+sinpGrdr 

^V2 -j-(2acos^) 4 cos^d^=8y2ci 4 J 7 cos s (pdip^ y|>/2. 

【 4351 】 证明泊松公式： 

JJ / (a-r4-6y+cz)dS= 2 tt J fiu >/a 2 -\~b z )du, 

5 

式中 s 是球面 /+ y + 2 = i . 

证取新坐标系 Out / u ;， 其中原点不变，平面 a : r 十 6 y +(： Z =0 即为 Ovw 曲, */ 轴垂直于该面，则有 

_ ar^by^cz 

U vV+A 2 +c 2 . 


在新坐标系下，公式左端的积分可写为 fU Va^b^+C 2 )dS. 


显然，球面 S 的方程为 
若表示成参数式，则为 


+ I/ 2 +Il/=l 或 = ( vl — 


， = Vl — M 


， = V\ — tt 


其中一 ， 0<u^2tt. 从而， dS= \/EG— F 2 dudw^^J ^ ? (1 — u) 2 — 0 dudxv= dudw. 
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于是，最后得 



(aj+6y+f2)dS= [J/(m y / a l +5 2 +c z )dS= J dtt' | f(u y/a 2 -\~ b 2 +c z )du 


= 2tt J f(u y/a 


+ 6 2 +r 2 )du. 


14352] 求拋物面壳 z=f (/+ y )(0< z < l ) 的质铤，此壳的面密度按规律而变. 

解质谊为 


M 




dS 


1 4- j- 2 + > 2 d jdy=J (x z + y 2 ) y/X^jr 2 -\-y z djrdy 


=J dy>| r 3 v / T-Pr r dr=n ： I 〆 v/l 十 r 2 dr= J r 2 >/l -f r 2 dCr 2 ) 

=号[香(關0叫:]=化^. 

• y+^=y u > o ) 对于 O 轴的转动惯铕 


【4353】求密度为 p 的均质球面壳/ 
解转动惯歐为 


= |(/+y 〉一 =0 J* (T^y^-^^^dxdy-apo 


dr 


2tw2’od I ‘ sin j i?d^= — 
【4354】求密*为作的均质锥面壳 


^ + ^•- | j ~ = 0 (0<2<6) 


对 W 线 • 

的转动惯 a . 

解设（1，^， 2 )为均质锥面壳上任一点，它到直线 


= 2 = £ Z ^ 
0 0 




的距离为 


1^1 = 



y—0 z—b 

+ 

z-b x-0 

+ 

x-0 y—0 

_v 

0 0 


0 1 


1 0 


/ 1 2 + 0 2 + 0 2 




又因 

于是，所求的转动惯玢为 


v 】 +(g)+(g) 


+ 6 ? 




= J [(fv(?T7-0Vy>^ 

• r 2 VW 


vV+V 


I>j;[(f-) 


+〆 


(3a 2 ^2b 2 ) Va 2 +b 2 
~\2 


【 4355 】求均质曲面 %/ v + y 被曲面 /+y 所割下部分的质心 坐标. 

解质 tt 为 M - JJ ^ dS^^oo J dxd ^= y 2^( f ) 2 7 r = ^ p ^. 

5 

从而，质心坐标为 

JJ - d - d ^= ^ i^r d >= 


J jt \Jax 一 x z ir 


(p rdr 
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K /( 专)、 2 山〜^ 

, W ； V ( f )'- /2 df= i 

*、.‘， M * L 6jr 

r y/or w 2 

J /^ T * =0 , 


•办， J [ 

r 2 - v 2 -- 

zdxdy = A .^ d(p ^ 

:4 •/ 

cos， ^ = 

印质心为 （f . o , g ). 



*> 作变换 一 f . 



【4356】求均质曲面 ：r = 

y / a l — J z — y z ( i >0;： y >0 iT + . v < “）的质心坐标 • 

解因为 

dz - ~ x . 

— y • 

dx Va 2 - x 2 - y 2 

°y Va z - x 2 - y 2 


On 


所以， dS = V 1 + ( lf ) + ( S ) dxdy= ^ T = T ^7 djd ^ 

由对称性知，质心的横坐标与纵坐标相等，即 

!- {: 

f ds J:r : 产 办 


xo-yo 


由于， 


\ U f" ' flJ - ^dy^n T (- ya 2 -x 2 -y 2 )\' ' f dy 

Jo Jo y a 2 — — y Jo 丨 ， -o 

"( f ) 1 


= fl[J Va 2 — y dy— J ( V2ay—2y 2 d_y]=a 〔〒 - *7? • 

Jo Jr /^v^7 djdy=q Jo arcsin VrS dj,s? - 4 " 2 w o 


= 宇 ( 卜 i) 


+ u 2 ) 


arcsinudw 


故有 



爲 I。] = 


na 


又由于 


S zds = £ Jr W W J : ( a - j ) dj - = T * 


故有 


Jo 一 





(72 + 1), 


na 


_心为(疠命， 

* ) 由定积分的几何意 义知： 


0 " a - W d ，= (专 ) 2_ ( 厂 f )、=亨- 


♦ ^ ) 利用 1957 題的 结果. 

【4357】 密度为 p 的均质截圆锥面 
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x = rcos < p ^ y =^ rsin < p ^ z = r (0^< p ^2 ti ^0< ib ^ r ^ a ) • 

以怎样的力吸引质量为 m 位于该圆锥面頂点的 质点？ 

解显然截圆锥面顶点为原点 0(0,0,0) .对应于半径 r 处取斜高为山的锥面带，其面积为 

dS =2 nrAs = 2^2 nrdr . 

它与顶点 （） 处质 M 为 m 的质点的引力在 （ h 轴和 （)： y 轴上的射投影显见为枣•而在轴上的投影为 

k m • 2y2yrrdrpo z _ kKmp^dr 


dZ = 


vr 


于是.截阓锥面吸引质 M ： 为 m 的质点（在®点处）的引力在坐标轴 h 的投影为 

X = 0. y = 0, Z— kKTn ^^ r = knmfyAi\ 

[4358] 求密度为和的均质球面 S :> r 2 +： y 2 + z 2 = y 在点 M c (々 ，夕。 A >的势，即计算枳分 


: ㈣ 


式中 


V (I 一 +(y _ yo) +Cz—z 0 r . 


解 id r 0 = ^ xl+yl + zl . 由对称性，在点从。（心，九4。）的势等于在点 / V o (0.0, r 。〉 的势. 由余弦定理 
知，球面上任一点 （ x , ja ) 到点 N 。 的距离为 


r = y / a 2 — 2 r 0 a cosip (0^0^ tt ) 

rfti 球面带 dS =2^ 2 sinv & d ^ 于是•所求的势为 

sin0d0 


令 er ’= a 2 +rj — 2 r c acos # •则 2 “dM = 2 r o fl 5； in 0 d 4, 即 

sin0d^*^^dM. 


2r 0 acosip 


从而，所求的势为 


2 naf)o f y 


da = -< 


\nupo % r 0 < a ， 

^ ro > a .. 


r t > «!，••• 

(4^^ • r 0 =, 

也即 M = 4 K | Oomin(a 

上述结果表明：若 M 。 点在球面内，则势是个常里；若从在球面外，则在该点球面的势等于将球面质 MJC 中 
于球心的势；当 M 。 点从球面内通过球囱时具有连续性，从而，当 Mo 点在球面上时，势也 M 个常 tt , 且等于 
球内任-点的势. 


【4359】计算 


F(/) = 


f(jr,y,z)dS, 


式中 


/(. 


•: y “>= { 


一 

0, 


+ P <1, 

+ z 2 〉 l . 


作出函数 “= F (/) 的图像 • 

解显然，平面 i + ： y +2：= 士 V ?是球面 P+y + z 2 = i 的两个切平面，于是 


f ( x , y , z ) = 


f v + z = /t 

由方程组 Uyw 酬方程 


- x 2 - y -^ 


l <>/3 


(K 


x z +y+[/—(T+y)] 2 = 1 ， 
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或 


^ y 2 +^ y - t ( x + y ) = ^~ 9 


( 1 ) 


记该椭圆围成的区域为则 

F(r) = JJ { l — x 2 —y 2 — [r—(jr+y)] 2 }>/ 3 dxd>=^ JJ [1—〆— 2 (j- 2 ^y 2 ) — 2 j>» 4 - 2 r(j- 4 -y)]d.rd > y. 

n 

作平移变换 


则方程 （1) 变为 


记相应的区 域为以 ，而函数为 


内'+如 尸 y 十如 

: ' 2 +?+:y=+( 卜皆 ) 


=1-令 一2( / 


)-2 xy . 


于是， 


再作旋转变换 


Fit ) = V 3 JJ[l-y 一 2 (x * +：/ 2 > — Ixy^Ay 


n f 


y 


则方程 （2) 变为椭圆的标准方程 




ii ! 相应的区域为而函数为 /-I 一$ —（3乂 


.于是， 


F (0=>/3 jJ [ l - y - C 3 x ^4-/ 2 )] d ， d /. 


最后，作广义极坐标变换，即/ 一 yrcos ^ 






则冇 


( 2 ) 


(3) 


F ⑴ =(1 一 4) J:' ( 卜夺 )( r —)d_=(l —+ ) Z 广 一 W ， 


其中 M < 而当 Ul 〉>/ I , 则有 F(O = 0. 

考虑函数 u = F ( t ) (一00</< + 00).我们有 

莹=一~(3-作 ( Ul <73). 

当 Z = V 5 ■时 ，u 的左导数=一罕 （3 — / 2 )| f _^=0 ,a 的右导数显然为零（因为0 时 ， u 三 0), 故■时 M 

的导数存在且等于零.同理可证,/=一万时，《的导数也存在且等于零.于是，曲线 u = F ( r ) 在 Z = 0 处以及 
■的各，处切线都平行于 Of 轴.又/=0处达极大值 U = f ,且为磁大值.由于 

所以，当户士1时为拐点•显然，图像关于 Ou 轴是对称的•函数 《 = F ⑴的图像如图 8. 69 所示. 
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【4360】计算积分 


FO) = 


fix 9 y^z)dS^ 


式中 




: r 2 + y , 


解由球面方程 x 2 + y +^= 〆 知 


f t 1 —' 




Vt 2 -U z +y z ) 


而由 


可得 


= x 2 十 y 


… +( 为广 


于是，积分 


f ( x , y , z)dS 




w 〉 y ^ T 7 T 岭 


闪为 


所以 


阳卜 , i ,_, 价 ， w J (jt y < x ，+/> ^ fer d ^ 

= ui n ?7^ d ^ 

f 為—+ “，-内十 - W ， 8 ^> C ， 
. 俨点心 O — M — M »+ 音 


于是，最后得 F (/)«|/| 

【4361】 计算枳分 F ( x . y t z ,0=^ f (^ rj ^) dS , 

其中 S 是变球面 （ f ~_ r ) 2 + ( 7 —： y ) 2 + ( f - z ) 2 = 〆 ， 

(1. f + y+fCa 2 . 

脚 H 。, “心， 

且假设 yPT 7 TF > a > o . 

解 记 p + y + z 2 : 〆 . 旋转坐标轴，使点 p ( x ,> 2 ) 位于 oz 轴的正方 
向上的点 P o (0,0， r >， 如图 8.70 所示. 

显然 ，当 0« r - a 及时，整个球面上的点满足 f + f + Ofl 2 , 
此时 /(6 pf >=0 .从而，积分 

f(x,y,z 9 t) = jj /(^. i ;* f ) dS ~0. 



图 8. 70 


当 r—a<f<r+a 时，则 F ( x 9 y ^ z f t ) = 


|<15 / ，其中5 / 为5位于^+ 1 ^ + 5 2 = <2 2 


内的部分.从而，我们有 


F(x,y,z,t)= J d^| t l sin^d^= 2itt l (1 — cosg) = 2tz^ (1 ~^ “ ) =~[a 2 — (r~/) 2 ]. 

计算下列第二型曲面 积分： 

【4362】 JJordjycUr + ydzdx + zdrdjy ， 式中 S 为球面 jt 2 + jy 2 + z 2 =“ 2 的 外侧. 

提示根据轮换对称知，只要计算 J ' zdrdjy / 注意到上丰球面 2 = v / fl 2 _: r z _ y 应取上倒，下半球面 2 = 


- vV - v - y 应取下側. 
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解根据轮换对称知 * 只要计算 II zd^d^. 注意到上半球面 z = v/a 2 — >r 2 — y 应取上侧，下半球面 2 = 


_ — x 2 —y 应取下侧，则有 


JJ Va : -x 2 ~y l 6xdy~ J[ 


i —x—y 2 )dxdy 


y r djrdy^=2 J dyjJ r -/u' — r 2 dr= 


于是，枳分 


IJ t d^dr -f ydzdjr + sdxdy' 


4na 3 . 


【 4363 】 JJ/Xhdydz'r ^^Odzdj + ZKzOcLrd^y . 式中 /(:r) • W ， /j(z> 为 iJJI® ： 函数 ， S 为平行六面体 
x^：a i0^ ： y^ ： b ； 0^ ： z^c 的外 表面 . 

解只要计算任何一个积分，其他两个可类似地写出结果 . 例如，下面计算 jJ/KddTdjy . 由于六面体有 

S 

四个面垂直于 ary 平面，故曲面积分应为零 . 从而 • 

h(c)-h(0) 



(z)6xdy s=s JJ h(c)d.rdy— JJ h (0)dxdy=abc 
类似地，耐得到 ][/(1> 心心及 JJwdjciz 的值 . 于是，所求的积分为 


【 4364 】 (y-z)dydz^ (z — x)drd*r+ Cx — y)6sdy . 式中 S 为圆锥面 .r 2 +y=sr 2 (0<2</i ) 的 


外侧 . 


解解法 1: 

i 己 S, 、 S 2 分别为锥面的底曲和侧面 . 而 cosa.crosAcosy 为锥面外法线的方向余弦 .一 方面，我们有 
(_y—r)d j ycU+( 2 * 一 .r)dzd.r+(•r — i y)d > rdy= JJ (jr — y>d_rd 3 »= J J r 2 (cosy3 — sin^)dr 


=^- J (COS9;— sinyjJdyj^O. 

另一方面.在侧面 S 2 上，对于任一点 （ x ,： y ， z ) ，冇 


cosa_cosg_ cos7 
x y 一 2 


从而， dS 在各坐标面上的投影分别为 


于是， 


cosydS = — dcfry • cosadS= — —cosydS= ^6a Iy t cos/?dS= — ^cosydS= 


I (y— z)d>dz+ (z —j)dzdx4-(j —^)drd.y= JJ [(y — s:)cosa 十 <z 一 1 ) 005 /?+(:r—>»)cosy]dS 


5 2 


[f ( r :) + 




(z-x) 


_(_ r - 3O Jd < y ” = 


(.X — y)dxdy=0. 


综上所述，我们得 


一 ， 

J(y~2>d < ydz+(2—x)dzdj+(x —JJ+ jj=0. 


解法 2: 

记曲面 S 在各坐标面的投影域分别为和 Su. 于是， 
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(I (y—z ： )d_yd 2 ： +( 2 ’j)d:rd_r+(_!*—>»JJ (y— 2 )dydz+JJ (z —j*)d:sclr+( j ： — j)clrdy 

5 S S S 

=[JJ (y—z)d ： yd 2 — JJ ( 厂 2 ： )d;yd 2 ：] +[JJ (z — : r)dzd：r — JJ(z — jOclzcl.r"j 

V % s « 、 

+ [JI ( J _ JJ ( J _ *y) 心 dy] 


= 04-0 + 0-0. 

[43651 


dzdx 


$，式中 s 为椭球面$十#+_ =丨的外侧. 


提示根採轮换对称知，只要计 


a rco^<pt y = brs\n<p 9 


算 JT 竽， 


与4362題类似，注意曲面的倒，并利用广义极坐标了 = 


解 根据轮换对称知•只要计箅一个积分.例如.计箅 1!$. 利用广义极坐标，即得 

•s 

[1^= [I . ^ z cLrd 厂 (J - ■■ ^4 dxd^ 





dxdy =2 - r\ l o d ^\[ 7 i %^ dr=1 ^ [一 


子姑，我们有 |'^+^ £ +$=鉍(手+穿+_) ! ^(^+以+^>. 

【4366】 JJi dydz + yZdzcLr + zZdardy ，式中 S 为球面 (j — a ) 2 +(>*—+ (j — f > ? =兄的外侧. 


解 根据轮换对称知•只要计箅 I ' dcirdy . 注愈到 2 — <:=士 一 “） z -(： y -6> 2 ，并利用极坐标 


即得 


drdy 


[f + V^-Cx-a) 1 -(y-bT 4 


Wjdxdy 


= 4 f 


一 (j— a)^ 一 （ y—f?) 1 dj-dy = 4c J dp| -/R 1 —r 2 rdi 


胃- — 

一叫 |» 


于是，我们有 


JJ x 2 d>»dr+y dzd.r + z 2 djd i y= -|*7ri? 3 (a+6+c). 


§ 15. 斯托克斯公式 

若 P = P (: r •:^ 2 ：>.0=0(^， 2 ：),/? = /?(1,>3〉为连续可傲函数，5为分片光滑的有界双侧曲面•其边 
界 （: 为分段光滑的简单封闭围线，則成立斯托克斯 公式： 


•丰 P6x-\-Qdy-{-Rdz= J 


cos 月 cosy 


dx dy dz 


dS , 


式中 


I P Q R I 

: osp ， COS y 为曲面 S 的法线的方向余弦，并且从此法线所指方向来看，积分时围线 C 的环绕方向 
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是逆时针的（对于右手坐标系）. 


【4367】应用斯托克斯公式，计算曲线枳分 

^ y dx + zdyH jdz * 

式中 C 为圆周 x 2 十 / 十 2 2 = fl 2 , x +; y 十 2 = 0, 并且从 0: r 轴的正向来看，积分时此圆周的环绕方向是逆时针 
的.用直 接计算 法检验结果. 

解平面 x + ：y + z = 0 的法线的方向余弦为 cosa = 

于是 • 



_y d j: + zdy + jdz = 



cosa 

COSp 

cosy 


i 

3 

d 

r y 

d 

T z 

dS = 


X 

y 

Z 



dS = — ( cosa + cos /3 十 cosy ) dS 


= 一 na 2 <cosa + cos 沒 +cosy)= — 

F 曲用 11 接计算法检验结果.由方程 

x l +y =a 2 * : r + y+z=0 

消去 2 ： . 即得曲线 C 在平面 ary 上的投影 x 2 +y+x>=^-. 作旋转变换 i = 

为 3/ z + ： y' z = a 2 . W 而，曲线 C 的参数方程 SJ 取为 

，小 y= A (臂 +—)• z= A (士 “) (0<,<2it> 

于足，所求的曲线枳分为 

^ ydj+zdy+ardz 


•则方程化 


■ A ( f _ 


T 


rl ： 


dt 


)(^f +cO8 0 士 s ， (f + cos 0 + J s ⑹ (實- sin/ ) 

W (女 A ) d,= 夸卜取 = - 

可见，两种计箅法结果一样. 

【4368】计箅枳分 ( x 2 -yz)dx-¥(,y 2 - xz)dy-^ Cz 2 - xy)dz t 

此枳分是从点 A ( a ，0,0) 至点 B ( fl ，0，/ O 沿者蝶旋线 x = acos<p, y=asin(p. z = 进行的. 

提示 将直线段与曲线 AmB 组成封闭围线，并依正方向进行，应用斯托克斯公式即易 获解. 
解连接两点得线段 AB , 它与 AmB 组成封闭闱线并依正向进行，则由斯托克斯公 式知： 

^ ( j： 2 — >»z)dj+ (y 2 — zx)dy-\-{z 2 ~xy)dz= J Odydr^-0dzdj+0djd>»= 0. 


s 


于是， 


f (x 2 — yz)dx + (y z 一 •r 2 >dy+(z 2 —jcy)dz 

J AmB 

= I (j 2 —yr)dx-h(y —xz)d.y+(z J —x^)dz= J z 2 dz. >= =^-. 

* ) 在线段 上， j = “， - y =0 t •而 Q < z < h . 

【4369】设 C 为平面 jcosa + ： ycos ^+ 2cosy —/> = 0 ( cosa ， cos#，cosy 为平面之法线的方向余弦）上的封 
闭围线，所围面积为 S ， 求 
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dx dy dz 
cosa cos 卢 cosy 
J ： y z 


积分沿围线 C 的正方向进行 . 
解若记 p=\ 


cos/3 cosy 

= == zcof^p— ycosy. Q= 

y z 


cosy 


= xcosy— 


cos/3 


= ycoso — zcosfi ， 


则得 


da 

d 夕 

dz 

cosa 

cos 卢 

cosy 

cosa 

cos/? 

cosy = 6 P dx + Qdy-{- R6z= JJ 

d 

T x 

d 

r y 

d 

dz 

J 

y 

5 

Z 

P 

Q 

R 


+ cos 2 "+cos 2 y)dS=2 |J dS=2S. 


应用斯托克斯公式，计籌 积分： 

【 4370】 f (>+ 2 ) 心 + (z + j)dy+( j* + •式中 C 为 捕圓周 t = asin 2 i*y= 2asinrcost, z = acos z t 
(0</<k) • 并且以参数 / 增大的方向为积分时的正方向 . 

解 f (y+z)dr+(z + j)dy+(jr + y>dz= jodydz + OdzcLr + OdjdysO. 

【 4371】^ (y — z)dr+(z—jOdy+Cjr—Wdz •式屮 C 为拥岡朋 :r 2 — 

+ y *=u 2 , ^- + -^=1 (ci>0./»>0>, 并且若从 ttr 轴正向看去，积分足 s 

沿此椭圆依逆时针方向进行的 . \ h \ y v 

解椭圆如图 8.71 所示.把平面 f + 上 C 所包围的区域 \ : _ 

记为 S , 则 S 的法线方向为 {/ i . OwK 注意到 S 的法线方向和曲线 C 的 I K | // N J 

方向足正向联系的，即得 - ^ 

^ (> —z)dx + (* —x)d>»+(x—>)dz '、• jljjx 

= 一 2 J'd_ydz+dzdj + drd < y= — 2(cosa+cos/3+cosy> JJ dS 图 8 71 




+ /!)• 


【 4372 】丸 （ Y+s^dr+y+zMfbrHP+yHz , 式中 C 是曲线 i 2 +y + z 2 =2Rr ， i 2 + /=2rj 

(0<r<K ， 2 〉 0> ， 并且在沿此曲线进行积分时，球面 /+ 父 + 2 2 = 2 /?^外侧被该曲线所围的最小区域始终 
位于左边 . 

解注意到球面的法线的方向余弦为 


-R 


t= R f 




即得 


)d*r+(: 2 4-x 2 )d < y+(x 2 + y z )dz = 2 JJ [(y —z 〉 cosa+(z-j ： )cosp +(j —y)cosy]dS 
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s s 

由于曲面 s 关于（知）平面对称•故 JJ ； ydS =0 .又 Jf z dS = jjKc 0 S ydS =/? • 7 T〆 


于是 • 


cy+^)dj+(^+x 2 )d>f+(. 


)dz=2nRr 2 . 


【4373】 


， 


j> c ( y — 〆） dr 十 （ z 2 — i 2 ) d;y 十 （ or : — y)dn 式中（：为用平面 i + y +;r=f fl 截立方体 
,0<2<^1所得截面的边界，并且若从 Ox 轴的正向看去，积分是沿 C 依逆时针方向进行的 • 


解平面含于立方体内的部分记为 S ， 它在 0 . r：y T 面上的投影域记为 Sp •其卤枳显然等 
于当平面 : r + y +2=|“ 取 t 側时，法线方向的单位向 fi 为|屋,^.★卜于是，由斯托克斯公式知 

^ (y z -z 2 )dx-^(z 2 -x 2 )dy-^(^-y)dz 


2 ,- 2 2 )- + (- 2 ,- 2 ,)- + (- 2 x^ 2 ^ 


dS 


一 4 J* (*r+>»+z> 古 dS 531 一6^1 JJidS= 一 6a jj djd.y= —6a = ~ • 


73 


【4374 】 f _y ’ z 2 d>r + x 2 j ： 2 ci;y + * r z y dz •式中 C 为封闭曲线 *r =“ cos /•^^ cicod/，z = acos 3/ ，件 R 以参数 

r 增大的方向为枳分时的正方向. 

解取 S 为山参数方程 

j=mcos/, > = ucos2/, 2 = wcos3 / (0^M<a.0^/<2jr) 

表示的曲面，则所纶曲线 C ： 为曲曲 S 的边界. 

于玷，根据斯托克斯公式•有 

^ y £ z z dj- + j-Vd>4-j 2 >» 2 d2=2 z)dydz-f y(z~ j-)dzdj +z z (j- —>»)dj-djy 

=±2 I I [ u 2 cos 2 1 ( «cos2 / — wcos3f Hy m z\ —.y'zl) + m 2 cos 2 2/( acos3/ — mcos/ )(^1 —z,x [) 

H-m 2 cos 2 3 / (mcos/ — uc.os2t )(xlyI —x.y^ )]dud/ 

= 士 2 J u* d« I [cos 2 /(cos2 / — co»3/)(2sin2/cos3r — 3cos2rsin3 / ) + cos ? 2f(cos3r — cos/) 

• (3sin3^cos/ — sin/cos3 / ) +cos 2 3/(cos/ —cos2/) (sin/cos2/ — 2sin2/cos/)]dr 

= 士 -|-a 5 I [cos 2 /(cos2 / — cos3r) (2sm2/cos3 / — 3cos2/sin3，> + cos z 2 ，（ cos3/ — cos/) 

• (3sin3/cos/ 一 sinrcos3,）+ cos: 3Kcos/ — cos2/)( sinzcos2/ — 2sin2/cos/) ] d/ 

= 0 , 

上式屮正负号应这样选取.使得 s 的侧正好配合 C 的方向 （/ 增大的 方向〉 •积分可以换为是因为被 

积函数 （/ 的函数）是周期为2〃 的函数•而 P 等于零是因为被积函数为奇函数. 

J -W 

注本題若不用斯托充斯公式，而直接计算线积分，則较为简单 . 

y 1 z 2 dx + x 2 z 2 d.y + j- 2 y 2 dz = — a 5 ( cos^ 2tcoy 3/sin/ + 2cos 2 fcos* 3/sin2f + 3cos z /cos z 2/sin3/) At 

=—J a J ( cos 2 2tcos 2 3rsin/ + 2cos 7 /cos 2 3/sin2/+3cos 7 rcos : 2/sin3/)dr = 0 ♦ 

厂厂 可换为 p 及 f =0 的理由同上 . 
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[437 S 1 有函数 


,y.z)=ki I| 


cos ( r ，/ i ) 


(务 = 常数 


Jt •屮曲面 S ' 的边界为围线 C . n 为曲面 S 的法向 M . r 为连接空间的点与围线（：上的动入 
AM . VP 所成之 径向拔 . ill : 明 ：此函 数为通过闱线 （' 的电流/所产生磁场 H 的势（参阅4310题）. 

证利用七3」0题指出的定律，并注意到 






H = ki i r -7^ 

，也 4(+)( 去 (+)4 也去 (+) 炎-•告 (+) 〜 忘 (+KK 


利川斯托尨斯公式•并注意到 


*>(+)_ <)(+) 


及 a ( + ) = t ) •从 rM . 


即 W 


5^(+) + 泰(+) =_ 备(+) _ £(+ )=&(+). 

1 、 .-" 丨、 . ， ’(+k) 


il = 4 4(+)火 一去 (+)々 = ^1! (^ r +^ r ) 卜 


<^y 


<?f )： 


m\S 


<)?(+)•/)(+) 


秦 ㈣ : fej 卞必. 


问观 • 


干址•敢后拇 


,, .. 3 |T cos(r.n) Je lj — u- ^ |T cos(r 

H ^ k, rJ—^ ds ' H ^ k, rz\} — 


0 riw . ,m . ,ow f 


即泌数 W (. r ._ y . c ) 诂磁场 // 的势. 


§ 16 . 奥斯特罗格拉茨基公式 


打空 M 区域 V 的边界 S 为分片光滑曲面 • P = P ( i ,： y •幻，(3=(3(1•: y . c).K = K ( J .. V . d 和它们的一 •阶 
偏 W 数均为区域 V + S 内的连续邊数•则成立奥斯特罗格拉茨基公式 

J | (/ ^ coso — Qcos /?+ i ? cosy > dS = Jjj (芒 + 货） d . rdyd :. 

式中 cosa . cos ^. cosy 为曲面 S 的外法线的方向余弦. 

应用奧斯特罗格拉茨基公式变换下列曲面积分，设光滑曲面 S 是有界区域 V 的边界， COM , 
(•、 W ?, co sy 为曲面 S 的外法线的方向 余弦： 


【 4376 】 JJ ， d > ，d 之 + y d 2 dr + P drd ： y . 


解由于/ ^ = 


, Q = y ， K = z 3 . 从而 •|^+|^+€ = 3 u i +y + r 2 ). 
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于是， 


|Tjr ， d^d2 ： + ^ , d2d-r+2 J dj-dy := 3 || | (x z +y ' -\-z 2 )da-d^dc. 


【 4377 】 jydrdyr jzdzcb ■ 十 ; yzdydz. 

s 

解由于! ?+^?+ lf =o , 故得 


xy drdj+ xzdzdar^yzdydz — I Odxdyd z = 0. 


【 4378 】 1* ^oso±ycos§^cosy d ^ 

H vv+y+z 2 


解由于 

从曲 ， T T 

ox oy oz 


P 




， Q 


vV+y 2 + 


， R = 


\/x 2 +y + 


:. 于是 


COSg + >fCOS^+ ZCOS X 」。 _ 




T7 


， ds =2 i ^ 


djdvdz 


+y+^ 


I4379J 11 ( ^cosa+ ^cosy ) dS. 

站 ._ ap L r?Q L sr cVu . ri 2 u . a 2 u A 祕 


jj ( j^coso+ ^cos/?-f j^cosy) dS — jjj Audxdyt\z. 


【4380】 


dS. 


DQ m , W 
<fy 


(! f _5?) cosff + (! f _! f ) c 。 咕 + (!?_§)啊 

解 以 •，-§?,«.= ri ? •卜 I ? g •嶋 知咢 
于娃，肋曲而积分匁于枣. 

【4381】证 明：若 S 为封闭的简单曲而.而/为任何的固定方向•则 

JJ cos(n,/)dS = 0. 

5 

式中为曲面 S 的外法向玢. 

证明思路注意 cos ( n . l )= cosacos ( l . x ) + cos /3 cos (/• y ) + cosycos ( l . z ). 

其中 cosa ， cos/ 3 ,cosy 为 /i 的方向余弦，并利用奥氏公式 • 命題即 获证 . 

证因为 cos ( n . l ) = cosacos ( / . x ) + cos /3 cos (/ 1y )4 - cosycos ( / • 2 ) t 

其中 COSO ， cos /3, cosy 为 /! 的方向余弦•故有 

||* cos ( n ./) dS = JJcos ( / 1 jt ) dvdz + cos ( l , y ) dzdj ~ t - cos ( l . z ) djd ^ y . 

•S S 

由于 / 为固定方向，从而 ， cos (/， x >， cos (/， < y )， cos (/， 2 > 均为常数. 于是. 

cos (^/) dS=Jjf [ 气” + — g ， 义) -+ ]drdydz = 

【4382】 证明： 以曲面 S 为界的物体的体积等于 

V — Jj * (a coso 4 - >' cos ^ H - zcosy ) dS , 

s 

式中 cosa ， cos /3, cosy 为曲面 S 的外法线的方向余弦. 

证明思路 利用 [j^ (tcosq + ycos^-\- zcosy)dS= IJ _r d > yd2 > +_yd ： zd_r +zd.rd) 及奥氏公式.命題易获证 

s s 

证由奥氏公式，有 




0djd^ydir = 0. 
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[(jrcosa + ycoap -^- zcoay ) dS — || xd ^ dz + jydzd-r + jj ( ^ xd^ydz 

=jj 3 dxdyd 2 = 3 V , 

V. 

由此卩了知 V = I ( jcosa + ycosfi 十 zcosy ) dS . 证毕. 

•S 

【4383】 证明 ：以光 滑锥面 F ( jr , y . z ) = 0 和平面 Aj -+ By+Cz + D =0 为界的锥体的体 枳等于 

V =4- SH , 


式中 s 力位 于该平•面上的锥底之面积， H 为锥体的高. 

证证法1: 

不失一般性，设坐标原点位丁锥面 P *(_ r ,. v . 2 r >=0 的顶点.1••是 • fXu . d 是 
此，根据齐次函数的欧拉定理知， 

9F, 3F, i)F oc ., 、 

x j ^ + yT y + z - z ^ 2FU '^ z) - 

由4382题的结架，有 

V =-^- IT (jcosa + ycos^+zcosyJdS 

JJ (^cosa+ >cos^+ zcosy)dS+ -j- jj (xcosa+3»cos/3 + zcosy)dS. 


:的二次齐次函数 .W 


( 1 ) 


( 2 ) 


K 中 s 为锥底（位于平•面八了+办+ (: 2 +/)=0上）•而 S , 铠锥的侧曲.在锥曲 S : (即上•有 

_ F ： 一_ K —一 F ： 


± v / f ?+ F ，/+ F : ? 
于是，注意到（1>式，即知在 S , 上有 


： os /?= 




cosy = 


士 >/ F ； ? + F ； 2 + F ； 


•rcosa +- . ycos 計 zcosy 


2 F ( j - t.y % z ) 


从而 • 


^ F ^ yF ^ zF ： _ _ 


(jcoso + ycos ^+ zcosy ) dS =0. 


0. 


(3) 


又在平而 Ai + /3 j +C^+D=0 上，有 

jcosq + ycosp^ zcosy= r • n= H • 

Jt 中 r ^^ i-hyj + zk 是从原点 （0.0,0) 到点 （h：y. Z > 的向径 •/* 为 f •面（锥底）的申位外法向为从原点 
到平面的距离（即锥体的商）.于是， 


(jcONi + yco » p -\- zcosy ) dS = H jj dS = HS . 


由此•冉注意到 (2> 式与⑶式，即得 V = jSf /. 

证法2: 

取坐标系 Or ' jy '/， 使锥的顷点在坐标原点 . Or '/ 平面平行于锥的底面，由于在 z 处的锥的截面面积为 

S (/) = 


故所求的体积为 


v= 


【 4 38 4 】求以曲囱 z =± r 及 
体的体积. 

解解法1: 


7 F , 

JT —0 

― ci cos wcost ;+ bsinusinv ^ y — 


= ^ rSH . 


，— 6 sinacosv ，z = 


为界的物 
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我们有 


?+ y =“ 2 


( l ) 


以 ：:= 


代人得 


-/r . 


( 2 ) 


故所界物体由平面 c = 及曲面 （2) 围成.利用1382题的结果 •即知 所求的体积为 


V = 


(，r c«sa 十 % ycos^4- ^cosy )dS. 


(3) 


其中 . s , 分别是平面•.的部分 （此时 u =- f , u = - " I ••从而 .w + y •故 s ,， s 2 为圆盘 
- r 2 + </r ) ， S、 表曲面 （ 2 ) 的部分， xcosa . yco ^. zcosy 表外法线的方向余弦 •显然 •在 S ! L ， cosa ~ co - s /?^ 


0. cosy =7^7. 丁是， 


同理可得 


此外，打 


(.rcosa 十 vcos^-f zcosy) dS= |[ -^-dS= |r| nfr 


(scosa + ycosfi+ zcos y)dS= | c \ nb 2 


y)i\S= j | . rdvcl : 十） • d:di + cd.rdv 

>< ^ 

■- ± j" dv|'^ r (acoswcosv+^sinM.sinv) ( vl?!. vUl) + (ticosasinv—/>sinwcosv) ( [ — z r j [) 
4-csinM(y.3»' 一 •r:y: >]d« 

=± j* dv J ： ^ ia 2 eosu6u = ± 4tu“’ • (4) 

其中的 ill 负卩应这样选取•使对 应丁 & 的外 W . F 面确定此正负由（2>.孓的方程可 W 为 F (. r . y . z ) = 

u : 一 t ? 


t W 1 ! 1 F ( s . y ^ z ) 


r 


r 玷二次齐次函数.于坫，在 S、t •有 


F \ 


F : 


F ： 


cosa = 


cosy: 


士 yF ； 2 + F ； 2 + F r 士 n / F ^ + F ^ + F 1 / 士 v / F ^ r + F ；' + FT ' 

K 中 It : 号对应予 s , 的一侧，负号对应于&的另一側.于是•报据齐次函数的欧拉定理•在 5 U 外侧）上有 

jF ： +yf ： + zF ： 2F 2a : 


•rcosa + ycosfl^ zcosy 


士 


^ + F 7 + fZ 1 ± yF \ 2 + F ? + Fr 土 v / Fr+F z + F ? 


(5) 


= 的谷点上•对 A 的外侧 • M 然有（注 S 到曲曲 （2> 关于 


但在 乂与 Oxy 平血的交线（即 
O-ry 嗲标平面对称） 

jcosoT vcos ^+ scosy—r • n >0* 

( 这足 因为此时径向 »r=i + .v/+i 与单位外法向 ffl /! 的方向 - • 致） • 由此可知 • 在（ 5> 式中应取正号 . 于是 . 

1]*( jcoso + vcos/?H- ccosy)dS= || — — — ^ — dS> 0 . 


从而，山 （1) 式知 


I]" ( j cosa + vcos/?+ ccosy) dS= InU I〆• 


综上所述，最后得（注意 （3) 式) 


V =^-(^ k |^ + k |^/ + | 




解法2: 


172 








不用曲面枳分求体积的公式 （3) •而直接计算体积较为简单.由 U ) 式知•平面 z = 常数（即 M = 常数〉与 
曲面（2>的截面 SU ) 是圆，故所求的体积为 

V = | dz j| drd . y = j S (. z )6 z = jt ( a ' cos 2 w - f/> z sin 2 m ) | r | d ( sinw ) 

~ klir J 2 ^ [a" -\~Ur —a ： )sin : «~d(sinii) = 7rIc| [2a : + 音 (’’ 2 — fl 2 )]= 亨 (a ? + 皆 )|r|. 

【4385】求以曲面 j * = mcostu y = us \ nv . s = —(“ >0) 及平面 《r = 0，？=0 («>0)为界的物体 
的体积. 

解解法1: 

用 S , 表物体位于平面 z =0 上的那一部分 . S 2 为物体表面由所给参数方程给出的曲面 h 那一部分，此 
外•物体表面在平面 x = 0 上的那部分显然是一线段 x =0 ,_y = 0,0< z < ci . 亍是，利用1382题的结果，即知 
所求体积为 


V=-|- || (xcosa -i- vcos^+ ccosy) dS . 


( 1 ) 


其中 cosa.cos/? ， cosy 是向外法线的方向 余弦 . 显然，在 $ 上 •cosa=0 ， cos#= 0 .cosy= — 1 ，2 = 0 ,故 


(icosa 十 ycosp^ zcos y)dS=0. 


( 2 ) 


此外.我们有 


I (xcosa + .vcos^+ zcos/) dS = ij jd.ydz 4 - ydzd.v-\- zdxdy 

Jf [«cosi;( < yl2 / 1 . — yWm ) + wsinv( s[j[—z^r ， a ) + ( 一 M+«cosv>(.rl ： y:. — >]dwdv 
h 

J I mcosv(mcosx>—“ sin* v〉+ Msinv(“sinvcosv+Msim;) + ( 一 w + “cosv)u |dwdu 

I ) 

JJaMCOsvdwdv** ± [ ' r dv [ aucosifdu = ± | ： b ( —u'ccs* v)dv 


土 


士 


-士 

** ± J 2 a ' (1 — sin 2 v ) d ( sinv ) = ia ' ( sinv — ^ - ) | ： = 士 飞， 

K 中的正 ft 号应这样选取•使对应于 & 的外的变化区域（对应于 &). 由此，再注 S 到 （1) 式与 
(2> 式•即得7=士|^.但体积恒为正 （ V >0), 故必有 
解法2: 

本题若不利用曲面积分计箅体积的公式（1> •而直接计算体积•则较为简单 .（ 下面 D 表物体在 Qry 平 
面上的投 影）： 


V 


= [ zdj - d ^= 


°!§?^ dudv= JI 


( a + acosv) wdwdv 


= J 2 r dv [ ( — M + ticosv)udi/ = ^ - j 

【 4386 】证明 公式： 


f 


vdv= ~ J*' (1 — sin 2 ^)d(sinv) 


dt 


f(r^y.z.t)drdy(\z) — 


卜 f 


/(.r^ tr •/)dS + 


u 

d ! 


d.rdy(\z (/>())• 


证证法 1 : 

作变量代换 x = tu,y=tv,z=t^ (/>0 固定），则（利用奧氏公式） 

j]J /(_r, ： v, 2 ,/>djd ： yd 2 }=~ ( jj t 、 f(ju ， tv，i 


dt 


t)dudvdzv 
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， 


’略 

睡 





¥)+ 3 " 

■ 




/ 3 


人 


t [£ ( ^ 

[X (/ 針 X 崎心十 


志 (, 夕 )+ 去 ( 八 )] } di/dvdtA，+ 


A 


t / dvd-iv 


^ dxdyd ： 

(ft 


( / >cosa+ fycoi ^+ fzcosy)dS + 








dxdydz (r> 0 ) • 


其中 cosa . co ^ ow 为球面 ^+ y + z 2 — 〆 上向外法线的方向余弦•显然 


=一 ， cosjS 


=JL 


cosy 


故 


(/xcosa4 - f ycosp+ /ecosy)dS = 


• 2 十 y+ 2 2 


dS ; 


fdS . 


于是•最后得 

a 

dt 


f(s,y.z^t)dxdydz \ = 


/dS+ 


% 


dxdydz (/ > 0 ). 


证法 2: 

不利用 奥氏公式史:简单些.采用球坐标•我们有 


| j* /(Jt3»»2«/)dj-d > ydzl = "^ | J J /(rcos^cos0 ， rsin^cos^» ， rsin0.’ ） r 2 cos0d^dy) 


dr 


=J J' w /(/cos^cos^,/sin 9 cos^,rsin 0 ,r)r ， cos 0 d 0 dy>+ j J | /(rcos^jcos^, rsin^os^r, rsii 

• /cos^d^d 少 dr 


,/) 


/( Jty t ?) dS + 




drdydz . 


利用奧斯特罗格拉茨基公式计算下列曲面 积分： 

【 4387】 J xZdydz+y’dzcLr+z^dj'dy •式中 S 为立方体 0<*r<a 的外表面 . 

s 

解 dydz + y dzd*r + 2 z drd 夕 =2 jjj ( j+y-f z)dj-d>»dz 

= 2 J dj- J dy [* C j- 4 -jy+ 2 )ds = 6 f do* [ d^y J cd« = 3a , . 

[43881 If/dydz+ydzdr+sMid). ， 式屮 5 为球 i 2 +y+z 2 的外表面 . 


解 


[j'd.yds+y d 2 dj-+z 3 dxd,y = 3 jj|* (j z -f y +r 2 )dj-d,ydz=3 J dp J 、 d# J r : cos^dr 

•:， V 2 0 


= 6 tt ( J 、 cos0d0 ) ( [ r l dr ) • 

【4389】 || — y + ddydz+b —5 r +_ r > d : rdj +( z — j +^ Odrdy ，式中 S 为曲面 

5 

I «r 一 : y+s I + I ) 一 2 + j I 十 I z — jr+y | =1 


的外侧. 

解 


(x—y+z) dydz+(y—z^x) dxdz^ (z~ y) dxdy= II 3d.rdydzt 
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其中 V 为由曲面 s—y^-z I — I y—z^x\ + | z~x+y | = 1 围成的区域 • 作变换 u = x~ y^z,v=y — 

D( UfV^i 


• = i + 贝 lj 


D(x ^y ^ z) 


= 4, 且由 U|+ d + | w | = l 围成的体积等于 


. 于是，所求的积分为 


(•r— z)d^dz+ ( v — 2 + x)dzdx+ (z — x^y)dxdy= 


T dudvdu ，= l - 


=】• 


*) 由 | W l + |^| + |w|=l 图成的体积是对称于坐标原点的正八面体的体积，其欠小等于由平面 


+ ti，= 1 .u — 0,v—0,w=0 所囷成的四面体体积的 8 倍，即为 


• ■■ 1 • ■■ • 

3 2 


1 = 


3 • 


【 4390 】计算 


1| ( j ? coso + y cos^+ z 2 cosy)dS, 


式屮 S 为部分圆锥面了 2 +y =z 2 ( 0 < 2 </i) • cosa,cos^tcosy 为此曲面外法线的方向 余弦 . 

提示并合平面 & : z — h,jr 2 +y 2 的部分组成封闭曲面 . 

解并合平面 S l:2 = A.P+;y z <A 2 的部分组成封闭 曲面 ： S + S, ， 它是空间区域 V 的边界，利用奥氏 
公式•即得 

(j- cosa + _y 2 cos/?+ 2 ： 2 cosy)d 1 S = 2 j|j*(j* + y+ 2 >drd t yd 2 ： = 2f d<p J rdr [ [Kcosp+sin^i)+ z]d 2 


( rh 2 — r)dr= 




又因 


Jj* (j^cosa + y cos 卢十 z 2 cosy)dS = /i ? jj dT6y=ith % , 

S 1 


丁足， 


( x 2 cosa + y co»/? + z 2 cosy) dS =* n/i' = 

14391] 证明 公式： Jjf ^^= + Jfc 0S (r,”)dS ， 

其 •中封闭曲面 S 为区域 V 的表面， n 为封闭曲面 S 上的点 （ $1.?：) 处的外法向拚 


r = 十（7一>): + (?一 2 ：) ? • 

r 为从点 （ •r ，： y,:r) 到点 （ 6, 7 ， f ) 的径向琦 . 

提示 研究两种情形：（丨> 由面 S 不包®点 (2) 曲面 S 包 ffi 点 （• rod 〉. 
证 先设曲曲 S 不包围点(即点 （ x ,> sz ) 在 V 之外），我们冇 

cos( r.n) = cos( r 9 x) coso + cos( r^y) cos 叶 cos( r,z) cosy ， 
其屮 costf ， cos/? ， cosy 为 n 的方向 余弦. 由于 

cos ( r ,> r )-2^ f cos ( r ,2) = ^-^. 


cos(r. 


cos(r.n) — ^-^cosa- 4- ^-^cos/? + cosy. 


十是 • 利用奥氏公式，即得 


故 


cos(r,n)dS = J (^^cosa+^^cos /? 十 

=| [ f “ 宁)(¥)]御抑= I +姻邱 

yJJ cos(r.n)dS. 


次设曲向 S 包围点这时，不能对 V 应用奥氏公式•必须用一小区域将点 （ u ， Z ) 挖掉，即以点 
( x . jyd ) 为中心， £ 为半径作一开球域 V ,( e 充分小），其边界（球 面〉 以 S , 表示.对闭区域 V — K . 应用奧氏公 
式•仿上可得 

cos(r,/i)dS+ |Jcos(r,i«)dS- J L ^ ^ ( ^ ) + ^ ^ 
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If d^dndr 


jr " 

I r i # 


似在 \ 上^的方向与 r 的方向相反•故 cos ( m )= — l .于是 


cos ( r • h ) cI 5= — 4 tt €" 


由此 4 知•在前式中令 + 0 取极限•即得 


证毕 • 


【4392】 il •算高斯积分 


jlj« = ,, m jj dj^ = |jj- cos(r；i)ds 

v iTv ‘ s 

/( ,^ 2) = JjE £^ L > ds . 


式中 S 为简单封闭光滑曲面 •它 是区域 V 的边界 .n 为曲面 S 上在点 （f 7 .p 处的 外法为连接点 （ r . 
和点 的径向 M •;*= >/( 尽一 + (7 一）〉 2 

研究两种情形：（1)曲面5不包围点（^,^ 2 )»<2)曲面 < 5包圃点（^：^ 2 >. 

解 设法线 n 的方向余弦为 cosa.cos 沒 .cosy •则 

cos (/■•«)= cos (r,j) cosa 十 cos (r.y) cos 卢 + cos ( r,z) cosy = cosa + ^ cos /3 十 cosy . 


因此•髙斯积分 


n i • > • z ) = I ^7^ d 7dC + d 5d e + d 扣 7, 


这里尺•于是 


dP_ 1 3(6-j) ; 

W = 7 一 - V~ 


v 


3( i ?- v ) 2 


逆=丄 3( g - r ) 


它们仅在点 （ x ，： y ，： r ) 处不连续. 因此， 

(1) 当曲 面 S 不包围点 ( u . r ) 时.则 ^ + ^4-^ = 0. 于足•利用奧氏公式•有 

/(j , y .z) = Jf^^d.S=0. 

S 

(2) 当曲面 S 包围点 （ hjy.s ：〉 时，则我们以点 （* r .> sz ) 为中心 ， e 为半径作一球 V , 包闱在 S 内，此球面 i 己 
以汉，将奧氏公式用于 V — V , 上，即得 

IT ^^L> dS =0. 


但因 


cos(r 


r 2 


—dS= JJ ( — p - )dS= — 4 ir . 故得 

I ( j -* y * z )— []* 


cos(r.n) 


dS=4r. 


【4393】 证 明：若 




( l z u 

57, 


有界区域 v 的边界 s 为光滑曲面，则成立下列 公式： 

(0 = |1& 心峽 * (2} IT m as ( £ ) 2+ ( ^ ) 2+ ( ^ ) ] 6x6y6z + jii 6x6y6 - 

5 ^ v 


v 


du 


式中 w 及其二阶偏导数是在区域 v + s 内连续的函数， g 为沿曲面 s 的外法线的导数. 


证明思路 只要注意 


dx 

利用奥式公式，（1)及<2)的公式均获证. 


du =^, o ^ v lu 




r 7 jy 




cosy, 
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证（丨〉山子57, = 57 co "° + ^ cosy • 因此•利用與氏公 A 即得 

% 

Jj£ dS= {l (^^+^ os ^4- gcosy ) dS - J || ( J ^ + g + :*^) d ， d . v dc = JJ ^ cLrd •、士 . 

s .s *T v 

<2) J] M Xf (“ 勞⑽ 十“:夸 ㈣ 十“尝⑺ sy)dS 

s s 

= | ^« d J - dvd s + I [(岩 ) - + (§V 十(竞) ' ]< L ». d . vd :. 

【4394 】 iiH 明三维情肜的格林第二 公式： 



，)7 i 

， )" （ IS. 


式屮 1<域 V 以曲面 . S 为界 . n 是曲 lftl \ S 的外法向墩•而函数 U- u(r.y.z) .v- v( j.y.z) 在区域 V + S 内二 
阶付微. 



f) u rly 


睡 

■ 

证|[ 
1 

<in dfi 

u V 

叫[ 

5 

/ i)v \ . / riv \ a 

卜石 _ M 万） coso+ ( v ^— “石） 00 % 

/ fhi dv \ 

+ v 7 ^- w ^) cosy 

■ 


- 1 卜 C & 卜 

= 11 T 11 drdydi - 

【4395】 设函数在 M 区域内托存连续的一阶和二阶导数 •？？ 

气 1^57卞 =0 - 

则 《G .. v , c ) 称为此区域内的调和函数. 

iii : 明：若 有界 闭区域 v 以光 m 曲面 s 为界， w 是此区域内的调和函数，则成立下列 公式： 

(i) |^ ds=0f <2> |[(. S ) ?+ (? V ) + ( S ) ! ] djd > di = | u S ds - 

式屮 / I 为曲曲 s 的外法向 fft . 

用公式 （2>证明 ：区域 V 内的调和函数由它在边界 S h 的值唯一地确定. 

证 （1) 由于△«=()，故利用4393题 （1) 的结果•即得 


(2) 利用1393题 （2) 的结果•即得 


l ]'^| dS = | 0< Lrd )’ d ；; 


= 0 . 


f “ > = I . Od^d.4- I [ ( g )•’ + ( g ) 十 () 2 ] 

= |[( g )^( g )^( ff )1^ - 

^4333 题一样.只要证 明：若 在边界 . S 上调和函数 M =0 •则它在区域 V 上也恒有 M = 0. 事实上.利用本 
题（2>•得 

f [(砮 ) 十⑶ +( ff )] d _ d：： = 。. 
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因此， 


fhd _ ^) j 4 _ thi _ 

lTr = l)y = liz^ )% 


即在区域 v 上“ = 常数•但在 s 上 “=0 •故在区域 V 上 “ = 0 •这就是 证明： 在区域 V 内的调和函数由它在边 
界、 S 上的值唯一地确定. 

【4396】 证明： 若函数 u = W (. r .>: r ) 是以光滑曲面 S 为界的有界闭区域 V 内的调和函数•则 


ui.z % y % z ) = 


in 


[ Tr fi 

cosir.n 

) 1如， 


1 — 

r 山 I 


dS . 


式中 r 是从区域 V 的内点引至曲向上的办 （ f 7 , p 的径向 W : 


r = v / (^- j ) 2 + ( 7 - v ) 2 + ( C - c ) ? • 

n 为曲面 S 上在点的外法向 M . 

证 在 4394 题中令■，则当 （f 7 ,<>关（^,>：:>时•有 M =0. 现以点•幻为中心，^为半径作 
一球间\含 f •曲面 S 内•再将4394题应用到由曲面 S + 乂 所包围的区域 V 内•即得 


!(# 




山 f 


dS = 0- 


或 


JK +砮- “學 H =-|(+ i ^’’(+) 


山 | I J \ r 山 ，” dn 

显然 .. S 上的法线 M 向外的.而\上的法线足指向球心的.即指向半径减少的一方.因此 


山 I 


i)r 


于是，我们有 


押， 一 f (士: 


山 I 


( i ) 

r?W 


dS . 


但 JI 士 & s * tJI •又利用中值定理.讲 


• S . 


-^ydS 

P 


— uij .y . z)Anp 
P 

其中 以 /,/•/) 为函数“在球面 S , 上某点之饴.从而 • 


上式•端与 p 无关. 而 lim •/) = “(1.3^::>.因而.令 p — + 0. 即得 


dS . 




4+) 


r?IZ 


又由 r - 


o (+) 


<ht 


fir 

-士円 



故最后得 


dr 1 (dr 

冗 = 一 7 (5| cosa+ 7T v co 邛十 ^ cosy 

+ ^cosy) = ~ 

€)U 


t 、 1 「「 cos ( r . n ) , 1 

M( ,.^ c)= _|； + - - US . 


【4397】证 明：若 半径为 R 的球的球心位于点 （ x ^ y , •‘） • W = a ( x \ v ， z ) 为此球内的调和嘁数，则 
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(中 值定理）. 


w( Xo * yo t 2To ) = 


士丄 T 士 

s 


.y^z)6S 


证在球 S 上应用 4396 题的结果，即得 

= 忐 J C»> + + g) dS= X| (☆ + ★ ^) dS=S 4^if w ^^^)clS->. 

s s s 

O 利用 4395 題的结果.有 4 JJ g dS = 0 . 

s 

【4398】 证明： 若有界闭区域 V 内的连续函数 M = M (- r ,： y . d ， 在此区域内部是调和函数，并且它不是常 
数，则此函数在区域内的点不能达到最人值和最小值 （极大值琢 理〉. 

证证明与4337题（平面情形）完全类似.设有界闭区域为 H •它是由有界开区域 D 及其边界构成. 
我们要证明 ：如果 “( hyd 在 n 的某内点/ > 。<心. > , 2 ：。）达到其敁大值或最小值（例如，设达到最大值>,则 
在上必为常数.下分三步 证明： 


(1) 先证：若球域、 ={(1,>^) 丨（ 1 一為 > 2 + ( > ^ — > > 2 + (2-20)!<^丨完全/4于仏则 uix . y . zUHV , 


上为常数. 


对任何的 0< r < 屮用 S , 表球面 |( u , z )! u — 了„> 2 + ( 7 ->) 2 + ( 2 —々） 2 =广1.由4397题的结果可 


知 u(.r 0 *y<i , z„ ) = Jw( j-,y.z)dS. 

故 ^jJJ \ u(x 0 ,y„ ,r» )~u(x.y.z)]dS=0. (T) 

s , 

但因 “(•2*„, 加， *„ 〉是最大值，故在反上恒有 

M(*To ， > )—u(x^y*z)^0. 

由此 • 根据 （ 1 # > ，即易知在又上 1 /(Jo #3»o * 2 b) —MCx.y.r)BO. 因为 • 若有某点 （ Ji，？i )€ S , 使 

u(jc Q *yo * 2 o) —m(xi .yi t zi ) = r>0. 

则由 《 (*r ，： y, 幻的连续性可知 . 必有以 （ j*, , 々）为中心的某小球域 j 存在，使当时 ， tM 有 


u(x 0 *y 0 *Zo) — u(x^y,z)^~Y. 

ms ： 表 S , 含于 a 内的部分，则 

JJ L“(i" ，> ，之。〉 - 《 (:. 夕， 2> ]dS^ J" [m(j 0 *3»o «2 0 )~M(j. t y,i)]d.S^ jj -|-dS= -^-rD r >0. 

其中 a 表 . s 。 的面积•此想然与 （ r > 式矛盾.于是•在&上有 

m(x„ ， z 0 ) —u(x,y*z)=0. 

洱根据 /* 的任意性 (0< r </3>， 即知对任何 （ j ，> nz >6 %，都有 u ( j -, y , z )= u ( x 0 . y c ，2 U ). 换句话说 
在 V ,上是 常数. 

(2) 次证：设广（ I •，: y * >为0的任一内点 （ bp 厂 en ), 则必有 

«(■!■• ，）• •〆 ) = u(x 0 *y 0 *z 0 ). 

用完全含于 D 内的折线/将点 PU n ，: y n ，； r D 〉 与点 P* (<r •，: T >连接起来，用谷表 *9/3 与 / 之间的距离，即 

卜 min v/(n，> z +(，-/〉 z + (« — /) z - 

其中 min 是对一切 （ hjysde 扣，（/，/，/) 6/来取的 《由 于扣 •/ 是互不相交的有界闭集，可证 min —定 
能达到，从而8>0).取 Q <8，<8. 

以点尸 y 为中心， Y 为半径作一球，得球域 

Vo = | — — 

此球域完全含于 D 内•由 （1) 段已证的结果 知 . 《 (0^,2> 在 V 。 上为常数•特别 是《(々十 
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I <-Tt *2] )代 衣球向 

S, ~ I (.r, v.c) i ) ? +(‘v— .v. )' + ( z~ z t , )' =S~ } 

: j 折线 / 的交点（参石 1337 题的 m 8. 68). 

又以点尸，为中心彳力 t 径作一球•得球域 

Vi = ( (.r. v,s) I ( j—. r, )• 4 - (v—v, )-4-(c—C| < 咨 ':’ j • 

I '- a . Vr 也完全含于内.由 r «(』••>=) 也在 P ,(.|, > 点达到最大值•故将 （ l ) 段的结果用于 V , •蚵 

知 //( JO . z 〉 在 V ,匕足常数.特別是 M (- r - - y ： • z .) = ui . r l . c ,). 这里点 P z ( x z vVrr . Q〉 为球面 

S , = { ( j -, y . z ) ! ( r— j, ) : 4-(^- vj )" + ( s — c, )' = S ，: } 

4/ 的交点（除 h 外的另点). 

洱以点尸：为中心/为半径作-•球域 v 2 •…•这样继续 f 上.敁然•至多经过 n 次 （ w 为大的《小正 


幣数•.、表折线/的匕>.点 />• (』• ，y •：：• >必塚尸 vv ,. 从而. 

«(j' *y' ,z' ) = u(j„ ] ,y m I •«:••! ) = "- = M(.r l 'Vi .2i•> •?<、). 

(3> 由 （2) 段的结裝知， 《0 ,：y •: r > 在上是常数.根据 M (.r.>u;r) 在 D 上的连续性，通过由 D 的点趋向 
的点取极限，即知 《(*r,：y,2：) 在亡上是常数.证毕. 

注从证明过枉 t 看出 • 需假定区城 ( 从而 /}) 是连通的 • 事实上，若 /} 不连通，則姑论不一定成立.例 
如，设 /} = V,+V 2 ，其 t V, 与 V 2 是两个互无公共点的闭球城•而令 


I C | • t 
uix ^ y % z ) =( 

\ Cj • ( t • y • 




\ C 2 . 卜十：）6 V ” 

其中是两个常教，則 u (* r ,. v •幻显然是 ri 上的调和 a 教且在 r 2 上不是常数，但它却在其内点达到教 
大 值与* 小值. 

【4399】设物体 V 全部敁 1•液体屮，利用帕斯卡定汴证明 ：液体 的浮力等于物体所排开的液体的® 
W •而方向是竖乜向上（阿基米德定律）. 

证将 Ou 华标面取在液面卜.，而0 2 轴举貞液面向下.设液体密度为…设人液体的物体 V 的表面积 
为 s . g 对成丁面 积元索 ds 液体的深度为; ：， 则在 ds 上所受的压力为 pds •由7 •此 m 力总足垂 ft r cls 面 
的•故压力在各坐标轴上的投 Pi 为 一 pccosadS •— pzcos ^ dS . — pzcosydS . 

利用奥氏公式•即得作用 T •物体粮个表曲的总压力在各坐标轴上的投彩 

P, = 一 pJJ zcos <> dS = —p JJ 0 d rd . yd2 ~ 0 . 

尸、 = - pjJzcos ；? dS = -p JJ 0 dj - d > d 2=0, 

P, = — /jJJ z cosydS = — <° JJ d_ydz = _ pV. 

S V 

因此，压力的主向留即合力•韧着竖直向上的方向•其大小等于被物休排开的液体的 «§. 这就是阿基米德 
定律. 

【4400】设 S , 是动球面 di ) 2 +(^—： v > 2 + ( C — z ) 2 = 〆 ，而函数是连续的，证明：函数 


满足波动方程 


和初始条件 


u ( Xty ^ n = ^ jiiiiii^ dSi 

3 Z u . u ^) 2 u _^ 2 u 

= 




—f(x.y.z). 


证 t 先指出•本題应设 /(67. P 具有连续的二阶偏导数. 先验 证函数^满足初始 w =0条件（意 
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即 lim “ = 0) 及# 


(意即 = 今间定 （，•)，, = )• 由连续忭知•存在常数 M >0 

f • • o ft I 


l/;(f 7.pld l/:“f 


使 :! l ( e - i )2 + ( 厂: y > 2 + ( C -;) 2 </ 2 时•恒有 

l /( c . V .?) I ^ M . I /；(^^.?)|^ M . 

当0</<1时•我们有 

\u(a.y.z.n\^j^ [ ；| |/(^. v .p|dS ; <-^ 11 Md.S.. = ^MUr = M/. 

V 、 K s * 

山此 "f 知 .lim “(• r 、 v ， z ，/) = 0. 

r-^ »»i 

乂作变世代换6=:+“/, 7 =^+以，5= 2 +似.则有 

m( j-.y.c./) = ^ || J (s — ut .y-^vt ids, 

s 

其中 s 是单位球面 /+ V + U 〃 = l . ff ^ 


1) 


1 

— ss —• 

•>/ Irt 


JJ |f /(_r + M/0. + i，/. 


= AJf (驽 


,7 广 K 


l/i 


)/dS+ 占 J j /<，+ “/ 々 + 1；/,2 + 杜7)必= /, 


( 2 ) 


3AfdS=3M/, 


显然•当 o </< a 时， 

故 lim /, =0. 又硓然 （由于迮续性） 

f • • 

lim /. = | J /(. r • . v • c ) dS = - ( r J ^ ■ I ] d . S =/(. r ,. v . c ). 

因此 •?!} \ im ^ = f ( x . y , z ). 

—n 

H W 验证 《 »9 足波动方桎.山 （2) 式 •利 用奥 氏公式 •有 (V 为球体 《*十以+1^<1,\^为球体 d + d + u ，} 

/( = 4 ^| ( + ^cosy ) dS= ^ | ( 彔十专 ' 每 )/(.r + “/、v + … + u7)d«ch ， du. 


I (桊 十彔 + 彔 ) /<u + “:，•+■• 


)du 


= 忐 I (：&+$+；&) … c+w>)clM,dv,d ^ 


士户 （|/<*r + … 


jy +t；i • z + zci >di/| di” du 〖 


) 


= I j * J I /( ， + 厂 < ： 05000，*^，7 f #co. 、 0iny，2 + rsinp^r-.cos^d^d^dr) = . 

其屮 cosa = « •⑺咕 = z ；. c 0 sy = ii ; 为 S 的外法线的方叫余弦•又山 （2> 式及（丨>式，有 

li = ||* / (•r+M/..v + i»/.2 + ii7>/clS = -^ • 


从而•完 + 子(/ >0). 尸是. 

( 1 / 17T/ / 

^ u _ 丄 < 21 ± — 厂， _ 上 
rh 2 1 Kt \Kt ： t 1 


h 


J / \nf 


u 


Ot 


— f" j* J* j*' r /( 了 +0 ： 080( ： 0$ 穿 .>*+ 广 ( ： 08^^119 ，： + rsin^Or^cos^d^d^dr I 

= I /(_r 十 rcos^coj^'v+rcos^sinp.c + rsin^O — cos^d^d^drl 


rh 


(/ >0). (3) 
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=^' J \\ /( j + tcompcostp , y + /cos^si , z - 


•os^d^] J/(6.7-C)dS, 


故 


证毕. 




17. 场论初步 


梯度若 M ( r ) = i /( j ， 3t ， z ) (其中 r=ji + )；/ + 2A ) 是连续可微标 M 场，则称向虽 

gratis 


巧‘十 


. D 


为它的悌度，简记为 gradt ^ Vw , 其中 7= if+y &十灸 f : •场 u 在已知点 （. r 0 ，, d 的梯度的方向与过此 
点的等值面 M (« r ,> Z 〉= C 的法线方向一致•对于场的每一点•此向 M 绐出函数^变化率 M 大的方向和大小， 


wi=VlS) v (g) + (g) • 


场 W 在某方向/ { cosa ， cos 卢， cosy } 上的导数 等于： 


2 d 场的散度与旋度若 


足连续"了微 向童场 •则称标 W 


, # I ^)u A • i)u 

57 = grad “ . T^ Q0 ^ T y Q °^ Tz 


fl < r > =< i , (. r . y ,?)!• + £*、（•!*•>»• 2 > j •十 (. r 、 v , 2 ) A : 


diva = ▽ 




么十么 
Oy <fz 


为这个场的敎度. 

向锺 


rola = V Xa = 


3 d rl 

f)y 

«r a v a t 


称为场的旋度. 

3° 向置通过曲面的通置若 fl ( r ) 给出区域 /} 内的向域场， SS 此区域内的曲面， M CO sa , CO s /?, cosy } 是 
曲面 S 的单位法向 ft , 则称积分 


轉 d 


s i 


( “， cosa + a 、 cos ^+ a e rosy ) dS 


(式中 〜= a • n 为向 M 的法向分 ft ) 为向 ft fl 在单位法向所指的方向上通过所给曲面 S 的通儀:.以向 
M : 形式表述的奂斯特罗格拉茨基公式为 

JJti . dvS — JjJ divadj - d ^ ds . 

5 V 

式中曲面 S 为区域 V 的边界 ./I 为曲面 S 的单位外法向 g . 

杉向置的环置数 j a • dr = a r <Lr4-a^dv-^a-dc 

称为向诸 a ( r ) 沿某曲线 C 的曲线积分（场的功）. 

若（:是封闭围线，则称曲线枳分为向量沿围线(：的坏量. 


以向虽形式表述的斯托克斯公式为 - dr = J [( roia ), dS , 
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式中封闭围线 r 为曲 ifil S 的边界•并 且曲面 5的单位法向 Wn 之方向应当这样来 选择： 使得立 = T 曲面 S 上 
的观察者从法线所指方向來看•围线 r 的环绕是逆时针的 （对彳 H 坐标 系）. 

5°有势场 名:向 M 场 a ( r > 足菜 标埴“ 的梯度•即 gra d«= a •则 a 称为 有势场 ，而 际埴“ 称为场 的势. 

若势，/为单值函数•则 | fl • dr = u ( Ii ) - u ( A ). 

J AH 

特別地，这时向董的环 M 等 丁零. 

在单连通区域内给定的场为有势场的充要条件是 

rota = 0 • 

即这样的场应 当是尤 旋杨. 


【4401】求场 M = , r : + 2 v : 
( 1 )( X 0 A ).0) ； (2) A ( Kl 

在场中怎样的点•梯度等 H ? 


: 3 +^ y +3 .r —2. V —6:: 在 F 列各点的梯度的大小和 方向： 
； (3)H(2-0-l). 


解 


- = 2 r + y +3, ^ = 1 
)在0点•有 gradw -3 i —2 y —6*. | grada | = 7. 方向: 


-2, 突―. 


_=- 夸，辦 =- + 


2>在 A 点，有 grad“=6i 十 3J，gradw| =3>/5 , 方向: 

2 ^ 
co.sa^ ~ • cosfi: 


co.sy=0 


< 3 > 在 B 点，有 gradw = 7 i . \ gradu 1=7. 方向： 

cosa = 1 • 

一般地说，我们有 


f = cosy =0. 


lgracl M |= v /(2 j +. v +3) 2 + ( l ^+ x -2 ) 2 -f (6 z -6) 2 . 


想 Igrndwl •只要 


2x + 3*+3 = Ot 
\y+.r-2 = 0. 

65—6 = 0 . 

解之 . 得 ■1«—2.>= 丨 . ？ 一丨 . 即在点 < 一 2. 丨，丨 > 梯度为苓 . 

【4402】在空间 Oryz 的哪些点.场“ =/十/ + ；:* — 3 j ). c 的悌度 
(1>垂直于 （> 轴： （2> f •行于（知轴： （3) 等于零？ 

解 grad M =(3.r - Ayz)i-\-(3y 2 - 3j-z)j + (3z 2 - ^y)k. 

(1) 要 gradti 丄 D ?， K 要 gradw - A = 0 •即3 〆 一 3 j.v = 0 或 2 : — xy . 因此，在满足 z 2 =xy 的点 (. r 小: r >， 其 
梯度垂直于轴. 

(2 >要 grad M //0 2 .H ^ 

3 y -3 vz ^ O . 

V -3«rz = 0. 

解之 • 得 v-0 ^ .*-.v= ? . 因此 ，在点 （ 0,0 ， z) 及 ( 其中 1=^=2) • 其梯度平行于 （ k 袖 . 

(3 >要 |g ra d «|=(> •只要 

3x 2 —Syz^O. 

3y z —3 jz = 0. 

3^ -3.ry = 0. 

解之 • 得 -r = y=^ • 因此 • 在满足 j = 的点 • 梯度等于 ； • 


【4403】给定标 M 场 


- In —, 


183 



的哪些 点成立 等式 


—1=7( 砮 ）+( 

要 | gnt < l //| = 1，只要 r = 1，即在以点 


W 而.求迪过点 M (9.12.28> 的等值曲.在区域 . r 2 


解等价曲巧山 
w 到._域_然有 
u ^\(\ 吋•有 
化简可份 


TW+ y/(z-sy 
•，+y+ (: - -8V = 
r-32z = 2u y/x 71 


打化简 ，即得等俏 〖 HI 方 ft 


-- 256 


这坫绕 （) s 轴旋转的••个旋转 HI .图形省略. 

， .i = 9 v v = I 2- j -28 时"= 64.因此•等 Mlfl [方程 


的彿度分别为 


gradw(A) 87^ KradM ( ⑴一蠢 &磊 


COS^ = 


| gradw < A ) • 丨 gra ( lw (/ 川 


9 10 


【4406】设已知标玢场 w = 


.作出场的等值面和梯度的等模面. 


• fni 域 \< Cz < Z 2 内的 infw • supw • inf | gradu * sup ! gr ^ d «/ i . 
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解将“ = 


vV 


化简整理.即得 


y + 


^ = 0 . 


it 中 M 然有 o < im < i .由此玎知，等值面是一个以原点为顶点轴为旋转袖的圆锥•但耍去掉原点 cxo 
(>，()>. W 此，它是一个圆锥孔•乂 


f)u 

J 7 r 

nz 


/(•r 2 + ： y 2 +z 2 〉 3 


g =-7 T 


r ^ z 2 y 


y 

2* 


v.r + y 2 + v/( + A〆 + Z 1 ) z >/(，+，+ 


故有 


gradu I = 


y 


? 十 y +:•’• 


令 


7 = ^ 显见此等模面是一个以 （ h 袖为旋转轴的旋转面.现在令7=0•得 


X =- f x 2 -f- CZ 2 或 (x— ) -\~Z 2 a 

它足 ().rz 而上 的阅.因此•梯度的等模面是一个旋转环面. 

当 1 < ：r < 2 时，显然有 0 < " < 1 : R 当 x = 夕 = 0 时 • W = 1 •而当 

inf m = 0. sup w= 1. 


y ^ O ). 


、: 充分大时 ^ 可任意小•故 


此外 •》 然 


infJgradM=Jnf^^-t^==0. 


由于对 T ••常数«>0•函数/</) = ^ (()</<+«■> 当 /=d 时达最大值 / U > = ^： (这可从讨论/。)简单 


地得知）•故对于固定的 


十 f 


的 K 大 




= j ： U >0) •由此可知 


x/V 


，:， J grad “ l = ,? V . p 2 ?+ y ;? = ? 

[44071 精确到离阶无穷小*•求在点 M (办 ，>, r 0 > 处之二无限接近的等悄面 


u { x % y % z ) =c 及 u (^% ynz ) — c * + ^c 
之间的距离•其中 ii(xo .>•&.)=€• ( gradu ( x . . % v .. )^ 0 ). 

解过点 M 作等值面 a (. ry ： r)=r 的垂线 •交 等值面 u(.r.y.z) = 


F 点 Mi ( it vVi )，则显 然 


_ .等值 ifii 〜 




和1/ 




^ Ac 之间的距离 I MM , I .由于梯度垂 ft I : 等值曲•因此 • 


gradWr ^ w %) 的方向与 MM , 的方向或者重合•或者相反.于是，注意到 uixo.yo 
<十厶•即知 


=|/(^| .yi f ) — u(x 


^Tr 


I 


<Xi — J ' ) + 


0u 


(3 M ~> 


二 u(j \ , y { 


Ou 




= [gradM(j-u 
。士 ! gradw ( 


.Cu)] • M M】=± gradi/(.r,^> I M v M, | 

y<> tJn) \d. 

U(l 


由此可知（精确到高阶尤穷 小）. d 免 
【4408】证明 公式： 

(1 ) grad ( w + c ) =gradw (< 为常 数〉； 
(3) grad ( w + x ;) = gradw + gradi ;； 
(5) grad () = 2 wgrad «； 

提示 利 用梯度 的定义易证 . 

证 


gradaC . r , , 


(2) gradn /- rgrad ^ (c 为常数） 
U ) gradi / v = vgradw 4- wgradu ; 
(6) grad /(«) = / / (i 
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证明 公式： 


grad/( 


^ gradw 4- -^ gradx ;. 


证由于 


^ J ( W • 1 ’） 一 f) f Ju I 3 f dv 


Oj : 


^fu f)x fiv J*r 


<9/( u%v) — d^£ 9ji + d^£ dv 
Jy du dy dv dy 


3 f、 U%v) — ^£ 3u + dj^ r)v 
dz 3u dz dv dz 


故有 grad/( 14 , v> = I {(势 + 篆 + 皆 )+ H ( 砮 +&•+ 势 — K grad “+ H grad, 


【4414】证明 公式： 

其中 勺« + 


V 2 (mv) = i/V 2 v+z;V 2 «i + 2 V wV 

3 2 . d 2 . a 1 


dz 






证由于 ▽ ( w ) = ii \7 p + pVw •故 
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V 2 ( uv) = ▽[ ▽ (uv)2= V <u V v+x;V u) = V (a Vv) + V(vVw) 

= { uV 2 v J r VwVv ) + ( t ； V : w + VwVv ) = wV 2 v - fvV ? w + 2 VwVi ；. 

【 44 15】证明： 若函数在凸区域 D 内可傚，且 | grad “|< M .其中 iW 为常数•则对丁中任 
意两点 A ， B 有： 

:〉为 A 与 B 两点之间的距离. 

于 /} 为凸区域•故线 段&整 个届于 fi. 设 B 的坐标为的坐标为 <. n .： y , •: r ,), 且令 
^yi — yo = AyfZ } _ z 0 并考虑一元函数 /(/) = uCs lt 十 /△•!■• 十 u . v ，； +/△=) (0^/^ 1 ) ，显 
然 /<0) = “（ B >./(1〉= “( A ) •且 /(/> 在[0，1] 上珥微 •并且 

/ '(/) = u\ (x 0 + J♦ yn +t^y^z 0 + t^z)^x -f m' v ( j*i, -r tAx % y i? ^fAy^zo v 

+ m: (+ /△ j • 夕 0 + tAy • z 0 + tAz)^z. 

于是，山微分学中值定理知 

u(A)-u(B)=f(\)-f(0) = f ， (O 

= u t (x c + .y 0 ^^Ay ^ z 0 ^ ^Az)As^ “’▼(•r。+ 爸 Ar ，> +^^y ， 2 0 + 仏 : r)^y + 

Ml(Jo + ^ i ,« Vo ‘$4 y ， z 0 十拉 z)dz 


由此珂知 


= [gradw(j 0 +€Ar ， >^+^Xy,2o+$^>]* IiA , 


“ （ A) —= |[gradii(j 0 +$^«r ， y n +^jy.Zo+^s)] • BA \ 


—— 

< I grad“(r。+ 拉 j ， y 。 + 拉 >^2 ： 0+ 拉 2) I • I BA | ^Mp(A^B). 
f # + # 在已知点 M (_ r ,： y ,： r > 处沿此点的径向 ftr 之方向的导数. 


【4416】氺场“=^ + # + _在已知点 MQ . jy •: r > 处沿此点的径向 ft . 
在怎样的情况下，此导数等于梯度的大小？ 

解 ^^sf^cosa + f^cos/H ■完 cosy, 其中 cosa = -y . cos/3= , cosy= -^ 

^ = ?£ 丄 2 + J. = 2ff 


.于是 



又|—“|=2公夯+荼 + f . 要•只要 f =7务+夯 + 


即只要 


•此即所求的解 


【4417】求场“=丄（其中 r = Vx 2 + y 2 + z 2 ) 在方向 /{ COS a , cos /?, C o S y } 上的 导数. 


在怎样的情况下，此导数等于零？ 


0 u 

，石 


V 0 u 

Tz 


于是 


— ^- cos ^— ^- cosy = — -y [ cos ( r , jr ) cosa + cos ( r .>») cos ^4- cos (/ •， z ) cosy 」 


cos (/， r ) 


要3 = 0,只要 cos (/， r ) = 0, 即/丄 r •此即所求的解. 


【4418】求场 ii = u ( j ，： y ， z ) 在场 i ；= p ( 的梯度方向的 导数. 
在怎样的情况下，此导数等于零？ 


m •于是， 


—= gradw • l 0 = 


: radii # gradi ; 
I gradt/l 
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Ou r)u rlu 
dj f)y Sz 


l(x l +y +yz)i- (x* +y +xz)/+ (J-y )2 A]. 


< x 2 + y +«*)< x j +y >t 

[44201 确定向 «场(2 = *11‘ + ：^+22灸 的向 續线. 

解 向 fit 线系这样的一条曲线 C •在 C 上每一点的切线弓向量场在该点的方向 iR 合.闪此，有 dr //, 


V ，（坐标轴方 


K - 中 a = a f i-\-aJ-\-a.k. 

今有《 ,=*1 ， “?=^ ， “,=*22 ，故将 
W 之 ，W y—c\x* z — c 2 x 2 . 

【 4421 】 接计算的方法 is*: 明：向 m fl 的敗度与迕角坐标系的选择无关 . 

证设除 ?1 角坐标系 ary ( 坐标轴方向的单位 向玷为 i ，， A> 外 • 另冇貞角坐标系 C 
向的中位向疳为 ，,/ .〆 >. 我们要证 

oy oz dx dy riz 
i = rostfji + cos^i j + cosy: *, 
cosa 2 i+cosft / •十 QOsy z k. 
k f =cosa^i + cos/^j +cosy xk. 

•于是，空间一点 p 在两个 坐标系中的坐)与 （ /. 〆 ，/)之间的关系为 


^2 

Ojc 


乂设 


«= o ? y = 



~<X/ V coscn I 十 cosfj、j 十 cos7i 夂 ； 十 fly (cosa2* 十 cos^j 十 cosy 2 k)-ra t { cosa 3 * 十 cos 札 j 十 cosy s k). 

由此可知 

a f = a / cosai 十 tvcc )^ 2 +“ t ， cosa ! a y = a / cos/?j + ay cos ^? + cos /^ a 2 = a / cos/i +ciy cosy 2 cosy : 卜 
于是， 

<^ci x <)a T 3x f . dy L / Oay . 3a y . , 0a^ \ 

17 = ^7 a 7 + 57 o 7^[ C0 ^ J 7 +co ^- ) COSai 
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d.r Oy <)z 




+(〆• / . 幻穿 +(〆• k 1 )^ 

=&+》&• 


证毕 • 


【4422】 证明： 


div fl ( M )» J , m - lJ [ aa dS , 


K 屮 S 衣示闹绕矜点 /Vf 的封闭曲面， V 娃该曲面所闱区域的体积， n 为曲曲 S 的外法向贵， 6/( S ) 为曲面 S 
的直径. 

证 明思路 注意 fl ,= a . n ci , cos « + a y cos /?+ a:cosy •并应用奥氏公式及积分中值定理，命題即可 
获证. 

证 由于 • / I■“ r cosa + 〜cos 沒 + “, cosy ， 

其中 cosa . cos ^ cosy ^ n 的方向余弦.应用奥氏公式以及枳分中值定理，得 

| | a,dS *= JJ ( a f cosa + a y cosfi - ha , cosy ) dS = jjj ( ) da * cl >» d ; r = jj ( diva ) dj * d . yd2 


= diva(M,) • V f 


其中 H 是 V 中某点，即 


diva (M, ) = -^- I [ a , dS. 


令0,这时 V 缩向点 M ， 从而点取极限•即得 


diva(M)= lim -y-jJa^dS. 


证毕 • 


【4423】求 


d d d 

St dy dz 


提示利用散度的定义，易得结果为零. 


* ^ h Ty k ( 勞 - 砮 PM 砮 - 尝 V+ ( 尝 - 尝 K 


3 ( dxv t dxL\ \_ d / dxVj dxu z \ d / div y ? 1 Vj \ _ 

<tx \ 9z / 3y \ dz dx / dz \ dx dy / 
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【4424】 if •明： 

<1 ) div(a + 6) =diva + divfc ; (2) div ( uc ) =c • gradu (c 为常量 ， w 为标量）； 

(3) div ( wa ) = «divfl + a • gradu. 

提示 利用散度的定义易证. 

证 (1) 设 a 352 ， b ， b , i + b y j + b t k . 

由于 ^ 3Ca + bJ = da ^ + Db , 及^ # 十令.故得如 (0 + 办〉 = divfl + div 反 

ox dx ox ay cly €ly riz ciz nz 

<2> 设 c = f , i + r . v < /+ r , A :, 其中 c ,. c ,, r f 为常数. 

，― <9( UC\ ) du ) ()u „ S ( uc z ) du t . . . • 

由于 一 Y=G&，^p = Cy ^ 及-^- = ( ，& ，故得 d.v( M c) = c.grad«. 

(3> 由于^^ = “¥十七弘.〜弁及和，故得 div (wfl ) = 

fix nx dx tiy fty fly oz riz oz 

wdivfl + ti • gradw. 

【4425】求 div ( Rraclw ). 

提示利用梯度及散度的结果，易得結果为厶“（或记成 

解 div ( grad «) = ^( g )+^( g )+^(|5)=|^ + |^ + 0=^ (或 i 己成 ▽:«)• 

【4426】求 div[grad/(r) •，其中 r= y/jr 7 +/ + z i . 在怎样的情况 f div[grad/(r)] = 0? 

提示 利用4410超的结果. 

解由4410题的结 果知， grad /( r ) = / ， ( r)-^-. 

于是 • 

d,v[ grad ⑺ f ] 十态 [ //( 0去[厂 ⑺子] 

= r ⑺(多 +Z + 备卜/'叫¥ + ^ 1 +亨卜 /" ⑺ ++/' ⑺. 

要 div〔 gra d/(r*>〕= 0 •只要 _ T ( r 〉+ j /'( r ) = 0 .将上述方程写成 F 述 形式： 

rf M ( r ) + 2 f ， ( r ) = 0. 或 [ r /^ r ) + / # ( r )] + /'( r )-0. 

积分之•即得 r / # ( r ) + /(r)=C (C 为常 数）. 

再枳分之，指 r /( r )= Cr 4- C ：, ( C , 为常数）. 

于是•敢后得 /(r)=C+$. 

此即所求的解. 


【4427】 计算 ： （ l > divf ; (2 )div j -. 

提示利用散度定义 ，&得 结果：（1>3; (2) — . 


解 ⑴—=万+ # +石= 3. 


㈣ 十讲) 说 )4( f )=( + -旬+( + -分(+ -*) 


3 s 1 +， 2 + : 2 3 

— — - - ^ — — 


【4428】 计算 div [/( v ) c ]， 式中 c 为常向童. 
提示利用4424題 （2) 及4410題的结果 • 

解 div [/( r ) c : =c • grad /( r ) #} =c • / '( r ) 


，（ r ) 


(c • r ) 
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* ) 利用 4424 题 （ 2) 的结果. 

* * > 利用 4410 題的结果 

【4429】 求 d . v [/( r ) r ]. 在怎样的情况 F 该散度等于零？ 

提示 利用 4424 題 （ 3) 及 4410 题的结果. 

解 div[/(r)rl = /(r)divr+r • grad/(r) * 1 =3/(r)+r • / '(r)~ =3/Cr) + r/'(r). 

要 div[/(r)r] = 0 • 只要 3/(r)+r 广 （ r> = 0, 即 ^^ = — 积分之，即得 

/(r) = _ (C 为常数）， 

此即所求的解 . 

O 利用 4424 題 （ 3) 的结果. 

* * ) 利用 4410 題的结果 

【4430】 求 ••（ 1 >div(Mgrad“> : (2)div(ugradv). 

提示利用 4424 題 （ 3) 及 4425 題的结果. 

解 （ 1 )div(“grad“> = “div(grad“）+ gradu • grad〆 * = (gradu) 2 "' 

(2)div(wgradv) = Mdiv(gradi;)4-grad^ • gradw* } gradu • gradv** ^. 

* ) 利用 4424 题 （ 3) 的 结果. 

**) 利用 4425 題 的结果 

【4431】 设流体充满空间并以恒定的角速度 w 依逆时针方向绕 Oz 轴旋转.求速度向 M v 和加速度向 
在巳知时刻在空间点 M(o • ， : y, 2 ) 处的敗度 . 

解 ysw + wXr. 微分之，即很 

書参籲 參 

w = w 0 + wXr^wX r* w c +wXr+wX v=w 0 + wXf+wX (v 0 + wXr) 

=w 0 + wX wX v 0 ^ (w • r) w— (w • w)r 9} . 

为了计算 divv 和 divA 宄计算 div( fl Xr> ， 此处 fl 为常向甩.由于 

(aXr) x = a y z—a t y. (flX r) y =a t x — a I z, (flXr) t B a s y — a^x . 

故得 diy/(aXr) = y^(a y z—a,y)-\-j^(a t x — a r z)-\--^(,a r y — a v x)*0. 

于是•即得 

divv=divv 0 -fdiv( wX r) — 0. 

# 

divw=divwt, +div( wX r) + div(ivX v 0 ) + div[(w • r)wj— div[( w • w)r ] • 

而 div[( v • r) w • rdivw f w • grad( w • r) =w • W * =u^ 

及 div[( w • w)r^ = w • H'divr ^ r • grad( w • w) = 3w 2 « 

从而 .M 后得 divw=it- 2 — 3xt^ = —2w 2 . 

* ) 利用向量代数中的公式（二重外积展 开式〉 

aX (bXc) = (a • c)fc -<a • b)c. 

* * ) 利用 4424 題 （ 3) 的结果 

* ^ ) 利用 4411 題的结果. 

【4432】 求包含多个引力中心的有限系统所产生的引力场之散度 . 

解 引力 （々为 常数 )• 于是 • 

di — 去(_)+吾(的4(_卜[(+-¥) + (+-¥) + (+-竽)] 
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[44331 求由极坐标 r 与 p 表示的平面向量之散度的表示式. 
解设极坐标的 r 线与 f 线的单位 向屋为 匕 ~ e v ..a 


ai r,tp) = a,(r ,(p)e, -\-a f {r*<p)e,.. 

这电自然假定〜，“，都貝:有连续的偏导数•取面枳元素 4 S = r ~^ r , i 己其围线为厶(\酋先.推导向 M 
经过闽线 AC : 的通 M •即矢流•通 M 可分两 部分： 一 部分是经过 r •线 的； 另一部分是经过史线的.它们分别是 

Cr * ^ 

J ( r , 史十 — j a f {r % ip)dr= | （ /" ，史十 ^^) 一 ]dr 



A r~\~ Ar Ar)i\(p— J a,( r.tf)rdtp= [a, ( r+^r. ^) ( r+^r) —« r ( r .^)r]dy 



0[ aAr ^) r ^ 


△ rd 〆 ? . — )?也 轉 


R 山于的偏导数的连续性 •当“•却 取得愈小时•上述近似等式愈枘确.于是，向 Wfl 经过 dC 的通 M 
为 


£ a • 卜 r , 

W 屮/ I 为曲线 △(’ 的外 法向玩 •而 U S &， 知 愈小时此近似等式愈 梢确. 

TM •根据敗度的定义•并注意到 AS 收缩 为一点 0.~ r -0 等价•从 Iftf •即捋 



ct a • 

l'-^s 


ndv i 

—— « lim 丄 


•穿） • ^[ a f ( r ， 炉） r ’ 




fir 


\ArA(f 


r^r^if 


= t ( 


而. 


tf'i , rf[a,(.r,<c)r_ 


flt f 



【4434】设 j = /( u t v » w ). y = fi ( u » v » w ) • z = A ( u , VtU ') • 
HI 十:交曲线坐标 心 v . u •表示 d lVfl (』 •: V ，； r ). 作为特殊的 tfl 形•求用杵 
肀标和球坐标衣示 diva 的衣示式. 

提示研究向量 a 通过以曲面 e / =常教 ， v = 常数， 11 .==常教为界 
的小立体（接近于长方体） V 的表面 S 的通黃. 

解考虑向 Wfl 通过由曲囱《 =常数常数 •《•= 常数所界的 
小、>:体（接近于於方体） V 的表面 S 的通钴 （ra 8. 72 h 我们有 fl = 
a n e l +a ! e ： ^a u e,. -ft ： «曲线上•只有 u 变化 （ x ; 和災 邡是 常数） •故 

dr = T u 6 ^^ Z ^ uj ^ li 6uk ' 

从 rfli ， dx , = |dr •其中 


A /、 



m 8. 72 


(記 )+( gw ( n +( 卽 •+( 完) •• 

d .、， 为“曲线上的弧 元累. 同理可得 ds .，= Mdv , di , = Ndiv , 

其中 d.V 2 ，dh 分别为 Tl _ 曲线 Jt 的弧元索•而 




^/(奸+哓)’+(盖广 


由于坐标曲线互相垂直，< 


都很小•故 v 接近于长方体.因此，其体积为 
V ^ AsiAs 2 As 3 ^ ds } ds 2 ds , = LM : Vdwdvdu . 

现计算 fl 通过 V 的表面 S 向外的通 S r ^. dSuS 共包括六块小曲面（图 8. 72 h 记垂直于 e , 方向的两块 


jj 
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为乂与 S : •(即 ra 中的 与 
为 S ' 与 s 6 .显然，由于曲面很小，有 

“” dS + IT a n dS ^ a u ^ S ：^ S .< 


垂直于 e : 方向的两块为&与 Sp 垂直于 g 方向的两块 


— a u AS 2 ^ S 2 I ." • 


^ a u MrVd^dtc 

H 坪 nH 导 


一 “. MNdifdu^ 


rl(a m MNdrAxv) , D(MNa u ),,, 

QU = - 1 - ClUQVQZU . 


fiu 


[* ti , dS 4- |j ^. dS ^ 


^( NLa , 


Av 


dwdvdu 、 J a m dS ^ ] a m 6 S ^ 

• ^ ^ 


3u 


n { LMa , 


dudvdzt'. 


相加即得 


|[“ ( I dS ^5 


S > 

rXMNa .) , rKNLa .) t fliLMa 


rlu 


civ 


dudvdxt\ 

f 


-dS 


丁 - 足 > 


^ l £ ( mn 〜 )+ £ (N/ ^* LMa ^\ 


敁然•当小立体 v 愈缩向点 M ( V 愈小〉 时•上述各近似等式都愈 确. T 是•令 v 缩向 M (即 S 的直径 c /( S ) 
趋 }_ •零） 取极限.利用4422 M 的结果•得 


ndS 


diva= lim 




特别是 ft ft 坐标情形 F • 有 .r=rcos 史 . y = rs\n<p. z— z (u — r.v=<p.w= z). 

从而 • 


^( Tr )^ Cfr )^ m ^ +唸)+噫卜 

- 1 . 


于是 • 

在球半标情形有 


divfl= + [去 + ^ + r 尝]. 


y= rsin^sin ^， 


rcos^ 


$^ zc =< p ). 


从而 • + m 、/ W ) 2 +(1 i ) 4 (§卜 




于是 . 


divfl = pibi (一 sin 仍 r) ] = ;i[j 


|; kr ’) + r 去 U’siW + r 驚] 


[4435 J 证明： 

(I) rot(a4 b) = rota+ roibi (2) rot(i/a )= 

提示 利用旋度的定义易证. 

证 （1) 设 fl = “ r i +“ v < /+“ X A : • 6 = /， r * — 6、7，则有 


4 gradaXa. 


rot(a-^b)= 


d 

Tx 


3 

r y 


cfz 


a y + b y a t ^ y x 


D 9 D 
r?T <iy Dz 


3 


3y ciz 


b, b y b; 


=rotfl + rotfr. 


(2) rot, (wa) = ^Cwa,) — ^( ua, ) = « ^ ^ — J 4 (a, — ) =urot,fl + (gradwXa) r 
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同法可得 

rotv (ua) = wroi v a + ( gradw Xa) y • rot, (wo) = wroi r a + (gradu Xa) : 
于是， roi( ua) = wrota + gradwXa. 

【 4436 】求 ：（ 1)rotr; <2)rot[/(r)r]. 

提示 （ 2> 利用 4435 題 （ 2) 及 4410 題的 结果 . 

解⑴ —( g - g ).+(§ Hf ))+( g - g 〉*= o . 

(2) rot[/(r)r] = /(r0rotr+grad/(r)Xr.’=0+/’ （ r)+Xr”’=0. 

* ) 利用 4435 題 （ 2) 的结果 . 

* * ) 利用 4410 題的结果 


【 4437 】 * ： (i)rot[c/(r)] ； (2)roi[cX /<r)r](c 为常向 M). 


解 （ 1) rot[c/ (r) ] = /(r) rotc+ grad/(r) X c~ 


\r) 


(rXc) 


(2) rot( cX /(r)r] = /(r)rot(cXr) 十 grad/(r) X (cXr). 


但是， 


rox(cXr) — 


d 

Tx 


a 


c ^y 


CrZ 


9 

Tz 

y^CyX 


= 2c 


grad/(r) X (cX r)= 


—rX(cXr) = ^-^[(r • r)c-(r • c)r] 


故最后得 


•otLcX /(r)r]^2/(r)c+ (〔’ : (r • r>c 一 （r • c〉r : 


【 4438 】 证明： divUX6) = fc • rota 
提示利用漱度及旋度的定义易证. 


toxb. 


证 div(aX6> = 吾 (“ 九 一 a t b，) j^(a,b r —a t b, > + 去(“,/»， 一 a y 6, 

岩尝卜(务-努) 
- M 尝卜， ( t - 尝卜(尝-劳) 

=b • rota - a • rotb. 

【 4439 】求 ： (l)rot(gradu) i (2)div(rotfl). 


解 （ 1) rot(gradw) 


rl d fl 

dy 

t)u Du Du 

f)r ?y r)z 


= 0 . 


⑵— =£( 勞一货 )+ J ( 务一努 )+ £ (务 

【 4440 】设流沐充满空间并以恒定的角速度 u ； 围绕轴 /{c 
时刻在空间点 M(j ••: y ， z) 处的旋度 . 

解 v=v,,+wXr. 从而有 


§ 卜 

a ， cos/3.cosy} 旋转 . 求速度向掻 v 在已知 




V/ = 卞 xl\z — xv z y ^ v y — Vo y ^ 一 议，，之 ， vn r 

由 T * rot^ v = — = 2vu, , rot ， v=2zc. v & rot r v = 2 u »: ，故 rotv=2*v. 

【 4441 】 求径向量 r 的通量 •.（1) 通过岡锥体的俩表面； （ 2) 穿过此阓锥体的底面. 
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解（1〉在侧面上，点的向径的方向与圆锥的母线重合.因此，点的向径与圆锥在该点的法线互相垂直， 
即 r 在法线方向上的投影 r B = 0. 于是，向量 r 通过侧面 D 的通量为 

JJr.dS=0. 

n 

<2> 在圆锥体的底面上，于是•所求的通量为 

JJ* r,dS= h • nh 2 = • 

144421 求向 Ma 二 jyd 十 nJ+J ■: y * 的通 M :( l > 通过圆柱体 (0<: r </0 的側 表面； （2> 通过 
此圆柱的全表面. 


解先求（2)，由于 




dS= divadV= 0dV = 0, 


故向 M a 通过 岡柱的 全表面的通录为零. 

再求（1>,又由于及在上、下底上 d ,=« ry , 故有 


dS= || jrydjrAy=2 1 | r 1 siny>cosy)dr=0. 


亍 £：•• 


ds = o , 即向 a fl 通过侧面的 通蛾也 为；. 


【4443】 求径向 fir 通过曲面 z = l — v / P 十 夕 的通 tt. 

解设 S 为所给的曲面 （锥） ，D 为锥的底面 （EP Oxy 平面 t 的圆域 x 2 + y < l ) .由于 

jJr . dS -+- ( Jr . dS * jjj* divrdV = 3 J d 炉 J rdr | dz^n 

> D V 

及在 f) 上•/■丄”，故 =0, J r„ dS^^O •从而，得 1| r,dS=it. 

[44441 求向 a + + 通过正八分之一球曲 \ r ? + y+* z = K _ r >0, > y >0,; r >0 的通珐 

解设 S 为所给的曲面 . s ,. s 2 及&为球内三个坐标+面上的邢分，则科 


.dS 


1 


+ (J a n dS+ |[ a m d 


S+ a m dS = 


divfldV = 


z)djdydz 




= 2 J d0 J r^costp • rCcos^cos^+sin^cos^+sin^dr 

= 2 - "j - | ： d ^»| ： [cos0sin0+cos 2 #(cos9)+sm9 ； >]d4="|-J^ [ ++ 予 （ cos9?+sinp) dtp 

但在 S .(/= l ，2,3) 上，显然有 fl 丄 n , 故 a ,=0 •从而 • 

jj “, dS =0 (i = l ，2.3). 


I 

8 


于是.所求的通 S 为 




丄 

8" 


【4 44 5】求向 = > + 姑通过以平面 

1 = 0 ，， =0,2 = 0 ， 1+7+2=£2 (a>0) 

为界的角锥的全表面的通 M . 利用奧斯特罗格拉茨基公式验证结果. 
解解法1: 


由于 diva = 


解法 



«.dS=| 


= L divadV = 0. 


如图 8. 73所示 • 在平面 z = 0 ( S : >上，/« = {0,0, — 1 } ;在平面 
•y = 0 (53)上，》={0，一1，0}，在平面 i = 0 (5 2 >上，/1={—1，0,0沁于是， 
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向最 a 通过曲 面5, 的通量为 


dS= J] a • ndwS= l| ( — j-)drdy= ~^ 


同法可求得向量 fl 通过 s 2 及 s : , 面的通量也为 


6 # 


对于平面 x+y + z=a (S, > • 其法向量为 n= 士 卜故 通虽为 

|[ a„dS=-^z |] (y-\-z-\-x)dS=^= jj a s/V + V -\ 2 d^dy=Y 


因此，最后将向量通过角锥全表面的 通童为 


S |^ ds = h 3 ( -奁 ) =0 . 


【4446】 证 明：向 S fl 通过由方程 厂=厂(1/心)（（“，7；>6/2>绐出的曲面 S 的通厳等于 

J fl .dS=Jf (ag|^)d M dv. 

s a 

式中 a ^ a - n . n 为曲面 S 的单位法向爾. 

证设曲面 S 的方程为 r = x ( u t v ) i ^ y ( u , v ) j - {~ z ( u . v ) k , 

；)，• 

则有 
从而， 


dr dx . , . 

Tu = Tu l + Ou J + Tu k ' 


T v ^ Tv iV oi j ^ Tv k - 


Tu X fv = 


dor <ly <lz 

Ou ^)u 

t?J dy dz 

3 v iJv f)v 


=( H 砮一贫砮) *• + ( 砮 It 一 It 砮 ) j f (砮贫一芫 £ )* 


因此，易得 


Au 


f : 卜用^ 


乂 gxg 的方向显然&法向玢 n 的方向.于是•我们有 


a - dS= ][ a # y/^-F z ndudv= Jj a • (芫 x|^)d“dv= 丄 i (a£ ) di/dv. 

s n n n 

【4447】求向斌 a = m 4 (m 为常数）通过围绕坐标原点的封闭曲面 S 的 通蛾. 


提示利用 1392 题 <2) 的结果 . 

解 所求的通 ft 为 ckS = m jf w J ^ 


，/ 1) 


dS 


• 》 =4 穴 ”2. 


) 利用 4392 题 （ 2) 的结果 . 


【4448】 已知向 fi 


的封闭曲面 S 


a(r)=|：grad(- 5 ^-). 

其中 e , 为常数， r , 为点点源〉距动点 M ( r ) 的距离.求此向量通过围绕点 M ,(/=】，2. 

的通 M . 

解首先,我们有 -§ g rad (- 4 -^)=§^. 

其次，我们考虑这样一个空间区域7,它由曲面5及包围点.\1(|’=1.2."*，70的《个小球所围成（这些 
小球的球心在点 H ，半径为 ) .由于 diw 在 V 内为零.故 



dS= _|a,dS ， 
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其中 & 为第彳个小球面.但是 



6 S = S ( 自為) • ndS . 


由 T 


； r ； 


故得 JJ «" dS = e " 从而•丄 kdk 2 e " 


^ ) 利用 4392 题的结果. 

【4449】 证明： 


JH ds = I v2 

交 v 


2 udxdydz 


其中曲而 S 是区域 V 的边界. 

证 参看 4393 题（】）• 

【4450】在温度场《内•在单位时间内通过面微元 ciS 的热 M 等于： 

dQ = —/r n • gradudSt 

其中々为热导率， /! 为曲面 S 的单位法向鼠.求在笮位时间内物体 V 所吸收的热适.研究温度上升的速度 
从而推出物体温度所满足的方稈（热传导方 《). 

解 由于 dQ = 一 kn • grad “ dS = — kgrad n udS , 

故由焚式公式•即得 Q--|l AgnuUdS = ||jA div ( gradu ) dV . 

s v 

因此，侮中位时 M 内向物体内部流人的热墩为 


div(/rgracJa)dV # 


<1) 


这-•热咐引起物体内部温度的增加•现住我们从另一方而冉米汁算此热在时间 dr 内溢度 w 增加 

, 0u . 
clii = - r - d/t 

Ot 


fg 耍对体积元求 dV 输人热蛾 rd M ^dV*r^d/dV, 

K 中 r 为物体在所考察的点处的热容 tt . 于是，在时间 d / 内锒个物体就要吸收热 tt 

dtfcp ^ dV . 

V 

而在每单位时间内所吸收的热即为 

⑵ 

V 

比较 (1) 式及 (2) 式•即得等式 j | { c〆 异一 cliv (々 gra d M >}dV = 0. 

V 

由于上式对取在所考察境域内的任何物体 V 都适合•且披枳函数显见连续•故根据4097题的结果•当 
点诚于所考察的境域时.佴有 

cp^j = div ( kgradu ) ， 

此即所求的热传导方程. 

【4451】 处丁 运动状 态的不可压缩流体充满区域 V •假定在区域内没有源泉和漏孔•试推出 连续性方程. 

^ + div ( j c **) = 0. 

式中户二一^“^…为流体密度^为速度向量，/为 时间. 

提示 研究流体通过包含在 V 中的任一区域 V '的表面 S ' 的流量 • 

解首先，我们已知：在每单位时间内自 V 中的任一区域 V '的表面 S ' 向外流出的流量 Q 为 
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Q= JJ^dS= |[ div(^»*)dV. 


( 1 ) 


现在我们用另一法来计算 Q ， 如考虑到在时间 dr 内密度户增加@山，则立体 元岽 dV 的质«就增加 


劈祕•而整个所考察的区域 V 的质量就增加 


山 | 




因此，每单位时间内中质 a 减少 


-p 


dV . 


由于 V 内无源«和漏孔•故这个减少的质 撖正好 就是从/的表曲夕流出的流 a q ， 即 


Q = -| S dv . 


( 2 ) 


比较⑴式和 (2) 式，即得等式 I " (^ + div ( < o C))dV = 0. 

由于上式对 V 中任一区域 V '均成立•且被枳闲数连续，故根据4097题的结果，当时，恒有 

e la 


【4452】求向 M 


山 +div(p> =0. 

沿笤一段球旋线 

r=acosti Tasini j +br k (0^/^2 n ) 

的环 ». 

解由于 dr = ( — asin / i - f - acos / j +6* ) d/ f a • 故所求的环 ht 为 

w-j ' b - tdr ^ 2 n 2 b 2 . 

【4453】求向# itfl -/( r)r (其中 / 是连续 函数〉 沿蒋弧 AH 的环 M . 

解所求的环 tt 为 W = j ，H /( r)r • dr * /( r)r - l <* d >= /( r ) rdr , 

其中是单位切向 *. 

【4454】氺向 M a =_ y + 衫 +dt ( r 为 常数〉 的 环撤： 

(1>沿«圆周/+：/ = 1, 2 =0» (2> 沿着圆周 （: r 一 2 ) 2 +y = l,z = 0. 

解 n ) 阅 x 2 +y * 1 . 2-0 的径向財 r 适合方程 

r — cos/ 1 + sin / j +0 k (0^/^2 ir ). 

由于 a • dr = ( — sin / i 4 - cos / j + c A : ) •(— sin / i + cos / j ^0 k ) 6 t = 6 t , 

故所求的坏 tt 为 J^d/ = 2TV. 

(2) 对于岡 （I—2) 2 +y = l,z = 0 •有 

r =( 2 十 cos/)* •十 sin (/ +0A: (0^/^2ir). 

由于 a . dr= (2cos/+l)d/， 故所求的环 fit 为 | (2cos/ + 1 )d/ = 2 tt . 


【4455】求向 M fl = grad( arC t an f) 沿着围线 C 的环 Sr: 

U)C 不围绕 Oz 轴 ； （2>C 围绕 Oz 轴 • 

解 我们有 

于是，易知 rota = 0( 除 x = ：y = 0, 即 Oz 轴上的点）. 

(1) 若 C 不围绕 O 轴，则 sj 于 C 上张一曲面 S, 使 S 与02：轴不相交，于是，根据斯托克斯公式，得 
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r 


roxadS = 0 . 


.=f a • dr— 'I n 

5 

(2> 若（:围绕轴.先设 （：正 好围绕 Oz 轴旋转一周，取常数 r >0 充分小，使 C 位丁•平面 2 = r 的上 
方.在平面 z = r 上围绕 O 轴取一圆周 C r U 2 + y = 〆，：r = r ) 充分小.使半径 r 小于 C 到 Oz 轴的距离.以 C 
1 -3 (\ 为边界张上一曲面 S , 使 S 与 Oe 轴不相交.由斯托克斯公式，得 

^ a • dr+ ^ a • dr= JT n * rotadS = 0. 

其中 一（\ 表示沿顺时针方向取向. 于是. 

r= ^ a • dr= ^ a • dr. 

似取 （’ r 的参数方程0"=代0必，3»=；^11^，2=1'后，得 

)T [(- 穿 )( - 一 〉 + ( 亨 )(^)]d^?= \[ W d0=2n. 


fl • dr = 


• P = 


dr—27i. 



m 8.74 


现设 rm 绕 Oz 轴旋转了《圈.为叙述简单起见，假定 n =2 .在平面 Ozj •上引埔助线（茛线段） ab ， 将 c 
分解成两个只绕 Or 轴转一周的 闭曲线 

C ,= ABMA 与 Ci=A NBA 
(m 8. 7 彳） .根据前面已证的结供可知 

士： a • (\r=2n. ^ a • dr= ： 2ic. 

于 fe , 注怠到&的曲线积分（第 二型〉与& 上的曲线积分相消•即得 

r— f fl • dr_ 丰 a • dr+ 丰 a • dr — 4n. 

完仝炎似地，可得一般悄况 < c 闲绕 Oz 轴旋转 ”圈〉 时•有 

「= ^ a • dr=» 27 r/i. 

【4456】‘平面的不珂压缩定常流由速度向镦 

w = u ( jr , y ) i -¥ v ( x , y)J 

描述，试确定：（1)经过区域 S 的边界（封闭 m 线） C 流出的流体的进 (3( 流 M >;(2) 速度向付沿*围线 C 的环 
M 厂若流场无源泉、无漏孔且无旋度•则函数“和!/满足怎样的方程？ 

解（丨）考虑包含矜点的两边长分别为与 y 的小矩形元 
AIK'Dm 8.75). 

&单位时间内沿 Or 轴方向从 AD 边流入的缺为 u(jc t y)^y ( 为简单起 

见.设密度 p ^ l 〉， 而同时从 / K ： 边流出的适为 u(j：^As.y)Ay. 于是，在单 

位 时间内 ，沿 Qr 轴方向从单位面积的小正方形内流出的 M 为 

u(x~rAT,y) ^ u(j-,y) 

Aj - Av 


^ y - 



<lu 


当 Ir — U 时，此比值的极限 f 躭是在点 （/. jy 〉 沿 Or 轴方向的发散强度. 


图 8. 75 


类似地就是在点沿 Oy 轴方向的发散强度.于是•在点 （ u 〉 处流体的发敢强度为 g 十 g 
面积元 djdy 的流量即为 


.而对于 


因此，总的流量为 
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另一解法：令点 尸 为围线 c 上的任一点， n 为向外法向 M •考虑曲线元累 d >. 单位时间内通过 d . s 弧段的 
流 M 为 


dQ = iL \ ds . 

其中叫为点 P 处的流速 W 在法向 Sn 上的 投影： M = w n . 于是•所求的通过曲线 r 的流 M 为 

Q = J u » d 5. 


但是 • 


/i = « cos ( n . x ) + vcos ( n ^ y ) — u 


dv dx 

± s~ v Ts 


，故得 


Q= J “dy vdj：. 

应用格林公式，即得 Q=|I (g + g) dxdy. 

(2)dT= w • dr=ndj+vdy， 故 

r = J r “ d_r+j ( g—g ) 心 d). 

若流场无源泉、无漏孔及无旋度，则对于流场中任何围线 c 及其所包围的区域 s ， 均有 


于是，在流场中的每一点，均有 


q=o 及 r=o. 


<^U . Sv A •, ^ ^ 

T ^ Ty =0& T ^ Ty =Q ^ T , 


lL r)v flu 

Ty & H ， 


这就娃 I； 所应满足的方程. 

* > 作者注：从原书答案来看，本超叙述有谈.最后的问題中“浼体是不可压缩"应改为“流场无源泉、 
无滿孔”，而在題目开始，应假定流体不可 压蝻. 

* * ) 参看4323 题的推导 . 


【4457】证 明：场 a^yz(2x+y+z)i + xz(j^2y+z)j + j ： y(x+y^2z)k M 冇势场，并求这个场 的势. 
提示只要证明 rotfl = 0. 又由势 m 鴻足 dw = fl • dr •可得 u = lyzCi+jy+z) +C ， 其中 C 为任意常数 • 
解由于对空间任一点均有 


rota = {^；[ xy ( a - f - y +2*)]-^[«( x 4-2 yH -*)]} i + 
+ {£[x 2 (a:+2y+r)]-^;[yz(2x + > + Z )]}A 



故 fl 为有势场. 

又山于势 u 满足 

du =fl • dr^ yz( 2x + z)Ax^xz{x^ 2y + z)dy^xy(r^y + 2z)dz 

= xyz ( dx ^ dy ^ dz ) Cx -\- z ) (yzdx + zj：dy + xydz ) ~ j：yzdCx + z ) + (« r + y + z ) d ( xyz ) 

= d [ x < y 2( x +3^+2)] % 

故势 w = j ^2(: r +： y +2：> + C •其中 r 为任意 常数. 


144581 求由位于坐标原点的质 Mm 所产生的引力场 = 的势. 

解 由于 du =a • dr = — ydy + zdz ' i ^ — ^ ) ' 


故势 W =~ + C ( C 为任意常数）.通常取 u=f ( r ^ O ). 

【4459】求质鲎叫 （*’= U 2, …，; i ) 的质点位于点“=1，2,…， n )， 求此质点系所产生的引力场的势. 

解引力场£今/*,，其中 r , 为动点 M 与 M •之间的距离.由于 

I ^9 
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d« = a • dr = d ( ^ — j . 

故势 《= t 仏 + C ( c 为任意常数），通常取 《= i 

r-l r， .-1 r> 

【4460】 证明 ： ％fl = /( r>r (其中 /( r ) 是单值连续 函数） 是有势场.求这个场的势. 

解利用4436题（2>的结果，即知 roU /( r ) r >=0, 故 a 为有势场.又由于 

d « =a • dr = jrf ( r ) d . r ^- yf ( r ) dy -\- zf ( r)dz = ^- f (. r ) d ( r z ) = r /( r ) dr , 

故势 “=J //( Od /， 其中， •= y / PT yT ?~. 

【4461】证明 公式 ： gradp ( ||j p ( Q )~) = — j || grad yi o ( Q )^, 

V S V 

It •中 S 为区域 V 的边界曲面 ./ I 为曲面 S 的外法向 M . r 为点尸 （_r •: y , r ) 与点 7 , f ) 之间的距离 
证首先指出•题中尨假定 〆 Q > 在 V /上具有连续的导数. 

(i )先设点尸在 V 之外.令 

迠然，右端枳分的被枳涵数对参变锹 都典 苻连续的偏汙数，故町在积分号下求 导数 •得 

grad P /*= JJ | o ( Q)gradp + dV . 


又由于 


代入 <2)式，得 


1 r 丨 ■爹 

gradp —• — — ^7 = — grad^ 7 • r—QP 
grad P /= — JJj* ^(QJgradg +dV". 


(1) 


( 2 ) 


(3) 


在公式 （4408 题 （4)> KradQ (#) = 9 grado 0 + 0 gradof 中 々( p = p 、 Q 、 了 •再代人 （3> 式•得 


报据奥氏公式，打 


将上式代人 (4), 即得 


gradp/=- J| grad 0 ( fi ^ )dV+ jjj grado|o(Q)^. 

『 grado )dV- JJ /0 (Q)n y. 

V s 

gradp/—— if ^ 7 -f jjj grado^(Q)^. 


(4) 


(5) 


(H ) 现设点 P (^： y ， z ) 在 V 的内部.仍按 （1) 式令 /( u ^). 注意•这时 （1) 式右墒的枳分为广义审积分 
(点 P 为瑕 点）； 但易知它收敛为在以 P 点为中心 •£ 为半径的球域 W 上的积分满足 （ M = m a x |^ Q )|) 


lf ， dv i<I 〒 dv < M I : 祕 f : 3 一 0 

V c V c V t 

我们证明 ：这时 仍可将 （ 1 ) 式的积分在积分号下氺导数而得 （ 2 ) 式.亊实上，由于 


<€^4-0). 


p(Q) 


0 


fix 


dV 


< 


P (Q) 




3 jc 


dv= JI dV ^ M I ^ 


M J dip J * sini ? di ? J 


7 


dr =4 MKe t 


故积分 


( i ) 

dx 


dV 关于 i 一致收敛.于是， （1) 式右端的积分可在积分号下关于 i 求偏导数，得 


U 

dx 






Sx 


( 6 ) 
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d(±) 

同理可得 l ^ l ^ (Q) 」^ dv . ⑺ 

V 

由（6〉， （7). (8) 三式，即得（2> 式，仿 （ I ) 段办法•可得 （3) 式与 （4) 式（注意，仿前，可知 （4) 式右端两个积分都 
收敛）.但不能直接对 V 应用奧式公式而得 （5) 式.因为有瑕点但显然玎对 V — V ,，应用奥式公式•得 


|| grad Q (^^)dV= J p(Q)n ^ 


其中 S , 力球域 V , 的边界（球 面〉 ，在 S , 上的 n 是指向点 P 的.由于 





^ <V3j[|^)|^y3Mjff = ^JfdS=^ 
s . r % r € % € 


= i ^/3 nMe ♦ 


y =0. 于是•在 （9> 式两覩令 e 〜十 0 取极限，即得 （5) 式.以 （5) 式代入（4>式， M 后得所要证的 


公式 


grad P (J} = — J|o(Q)n ^7+ JJf grad 0< o(Q)^. 


证毕 • 


【4462】证明：若 


•其中 


u(x,>>,z) = — ^ J| r= -yi^—j-y + iTj—y ) 2 + (f—z ) 2 ， 

審 IJf • 

则 diva = P U , y . z ) (假定相应的枳 分有意 义〉. 

证 烊 先彷出，为保证题述的广义市积分（既坫无穷积分，乂 瑕积分〉的存在性以及下而嬰用到的积 
分兮下求 Vf •数的合理性.一般我 ( H 脔假 定： 〆 在全空间从有连续的偏导数，并辻当只= + 

充分大时 ( R > R 、> •有 

l ^ e -7- C > l <^ TT 7- ⑴ 

其中 M >0, fl >0, 是两个常数. 

考虑空间任一点 / M * r „,： y u ， 2n >. 用 V 。表示以为中心，丨为半径的单位球域.我们先限制点 P ( x , y , z ) 
只在 W 中变动.又用 V ,表示以 P > 为中心，2为半径的球域 . V 2 表示粮个空间去掉 Vi 所剩下的部分（无界 
域） .令 



u t (^. y . z )= |[ 

V l 

(2) 


JJ 

V J 

(3) 

于是， 

u ( x , y 9 z ) = — ^[wi (- r . y ,^)]. 

(4) 


(2> 式右端为瑕积分，在1461题证明的第 （ II ) 段中已证它是收敛的 “3) 式右端为无穷枳分•下面证明它收 
敛.令 

r 0 = y/xl~\-yi+zl • K, = max { . 2 (r u -f 1 ) }. 

则当时，有尺彡 R 。 （从而 ，（1) 式满足） ，且尺 >2( r 0 + l ). 以<5表示点（$，》?<),()表示原点（0,0,0>.由 
于三角形两边之和大于第三边，故（注意 pev P ). 


R = OQ < OP + PQ<ro + l + r <-|- + r , 
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= 2M JT d 4 : ^ = si _ j :: 異 = + 

故 （3〉 式右端的无穷积分收敛. 

由 <4)式知 w ( x ， y ， z ) 有定义.由于 div ( gradu )= dM ， 故我们只要证明 

Au = pixyy ^ z '>. 

我们证明 （3) 式右端的无穷积分可在枳分号下求导数 两次： 

勞 = f W ，7， C ) 盖(+)你柯， 

V 2 

f 〆6 7， C 士 ( + )邮抑. 

V 2 

为此，只要证明（7>式右端的枳分和 （8) 式右堆 的积分都关于一致收敛.由于 

故仿（5>式之推沣，可 得：当 &>/?, =max<R ,,2(〜 + 】> }0 ，t •对一切 （•r,y,z)eV^， 有 
j I外7，?>去 (+ ) 卜化 <M J 樂 f <4M I 


(7) 


dediydC , 16 M；r 

( I + a ) W ， 




I 苔 (+) 卜 ㈣ OM Jf r ^ f < 32 M Jf d |^ ( - C . 

〆 i 2 — f 2 + c ^4 

由此可知 ，（7> 式右端的积分和 (8) 式右端的积分都关于 U ,： y , d € V a —致收敛.因此， （7) 式与（8>式当（ I ， 
时成立•同 理可证 ，当 （ Ud > ev 。 时，有 


1 ^^•7- C ) ^?(-7) d ^ d v d C * 

V 2 

穿 =|j^(M ， C>|^( + ) 蛛 d!：. 


CIO) 


将（8>,(9),(10)三式相加肩得（注意到△(丄> = 0> 


^：= |[ < o ( c .7- P ^(-7 )邮化= 0 . 


( 11 ) 


7面再求 厶 《1 ■ div ( gradu l ) •由4461路的结采知 


gradui = — JJ p ( Q)n ^4- jjj " grad Q < o ( Q )^, 


( 12 ) 


其中 S , 表示 V ,的边界（球面）.显然，当 P ( j , y . z ) eV 0 时， （12) 式右端的第一个枳分（曲面枳分）的被积函 
数具有对于 T .： y 及 2 的连续偏导数.故可在积分号下求对干 T .： y 及 r 的偏导数.另外，仿照446〗题 （ji ) 段 
之证可知（12>式右端的笫二个枳分（三重枳分）也可在枳分号下求对于 x ，： y & 2 的偏导数.于是，得 


div(grad“i) = — J div P ^P )fl j jg_f jjj div P ^-^grad Q /?(Q) jdV. 

5 I V 1 

利用公式 div ( ia)= £ vdiva + c - gradv (4424 题 （3>) •可知（注意到 p ( Q ) n 及 gradg ^ Q 〉 均与尸尤关） 
divp j = < o ( Q)n • grad P (-—•) =—/ j ( Q)n • grad 0 ( -Jr ) = ~ p ^ Q )^ ( -Jr ) » 

divf j ^- p - grad Q < o ( Q ) J = grad <?< o ( Q ) • grad r ( + ) = — grad 0 p ( Q ) • grad Q (士） • 


(13) 


代人 （13) 式•得 
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由于 


△“ i = IT/D(Q> 去 （+ )d.S— 」| grady^(Q) - grad。(+ )dV. 

s i r l '. r 

div 0 L‘o(Q>gradcj ( + )]=p<Q>4( + ) + grad Q /^( Q) • grad。( + ) • 


( 11 ) 


而匈(+ )。0 ( Q 纟故 （ U > 式坷写为 

du, = ij'/Q) 去 （ +)d.S— ||j div 。 ["(C^grady ( +) ]dV. <15 

• s i ' I 

卜而 il 算 （1 W 式中的三重枳分•用 A 表示以点 P (* r ，： y . d 为中心 ， e 为节径的球域 . W 边界（球面） it ! 为叉 
M V , - A 应用奧氏公式•得 

|| div 0 [p( Q)grady ( ~^~ ) ! 」、 ’= j]* ^>(Q)grad y ( ) • ndS 

v \' n , s r \ 

= (士) ds + J ^ (Q> £；(+) ds . (16) 

其屮 n 是向外法向 « •从而，在 S , 上是指向点尸 （■ r ._ y , c ) 的.由中值定理知， 

JJ /)(Q> l；( + ) dS ——| |D(Q 〉£ ： ( + ) dS -||^ (Q 〉 ?^i _ Jf" (Q>dS 

= -y • 〆 Q « ) • Iwr =4 n ^>( Q ,) . 

其中 Q 是球面 S , 上的某一点.代人 （16〉 式•得 

| div Q [ < o(Q)grad Q (-y ) ]dV- |[ P (Q) J^ ( y ). 

v i A s » 

两蹦令 e _ + 0 取极限•得 

jjj" div Q ^(Q)grado (~T ) JdV= ( ~T )dS+h〆 P) • 

再以此式代入 U 5) 式，得 

Au \ = — < l 7 T ^(. r . < y .?). (17 

由 （17> 式， （ n ) 式以及 （4) 式，即得 （6> 式. Tfi .(6> 式对一切点 Pix . y . z ) ev it 成立.由 ]'• V u 的中心 P 
(:是任意的（可为空间任 一点〉 ，故知 （6) 式对空间任一点都成立.证毕. 


(17) 
的中心 Pn 
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